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— aufwindige Algorithmen optimieren



Kapitel 1
Formale Sprachen

Zeichensatz A
Ax Menge der Worter iiber A
L C Ax formale Sprache

Frage: Mit welchen formalen Mitteln kénnen wir Sprachen L C Ax beschreiben?

1.1 Relationen, Graphen

1.1.1 Relationen

Gegeben Grundmenge M. Zweistellige (biniire, dyadische) Relation R C M x M
Zur Notation: (z,y) € R gleichwertig zu xRy

Beispiel: < C N x N (1,3)e< 1<3

Operationen auf Relationen: Ry, Ry C M x M:

Durchschnitt RiNRy
Vereinigung RiURy
Komplement R~ ={(z,y) e M x M : (z,y) ¢ R}

Konverse Relation RT = {(z,y) € M x M : (y,x) € R}
Relationenprodukt RjoRe ={(xz,2) e M x M :3y € M : (x,y) € R1 A (y,2) € Ra}

Monotonie: Ry C Rf ARy C R, = Ry o Ry C RjoR),

Frage: Wie Relationen definieren?

Durch Aufzéhlung: {(3,7),(2,8),(12,33),...}

Logisch: {z,y) : P(z,y)} (Pradikat)
Graphisch: W7 Ry ={(3,7),(7,25),(25,32),(32,7),(3,32)}
7’ \ z.B. (3, 32), (3, 3) € Rio Ry
/
3/ | 25 — R1 - = = R2
VN \ /
\\\4 f
T 32
3 3— < >3
~ Ve
IV
7 T— . /T
N/
25 25— _ " 25
VAN
v ~D
32 32~ T 32



Boolesche Matrix: | 3 7 25 32
310 L O L
710 O L O
2510 O O L
3210 L O O
Spezielle Relationen iiber M:
Nullrelation: Oyp =10
Vollsténdige Relation: Ly = (M x M)
Identitét: Ij={(z,y) e M x M :z =y}
Oy =Lu
I
Eigenschaften von Relationen R C M x M:
reflexiv: Inf CR
symetrisch: R=R"T
antisymetrisch: RN RT C Iy
asymetrisch: RNRT =0y
transitiv: RoRCR
irreflexiv: Iny N R =0y (schlingenfreier Graph)

linkseindeutig: ~ Ro RT C Iy (injektiv)
rechtseindeutig: RT o R C Iy

rechtstotal: It CRToR  (surjektiv)
linkstotal: Iy CRoRT
Relationsarten:
Quasiordnung, Priordnung: transitiv, reflexiv
Striktordnung: transitiv, asymetrisch
partielle Ordnung: transitiv, antisymetrisch, reflexiv
Lineare Ordnung;: transitiv, antisymetrisch, reflexiv, RU RT = Ly,
Aquivalenzrelation: transitiv, reflexiv, symetrisch
partielle Funktion: rechtseindeutig
totale Funktion: rechtseindeutig, linkstotal

Fiir eine gegebene Relation R iiber M heifit ein Element z € M

maximal g.d.w.Vy € M : xRy = x = y (,kein anderes ist grofer)

grofites Element g.d.w. Vy € M : yRx (,,groBer als alle anderen®)
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Eine zweistellige Relation nenn wir auch gerichteter Graph, eine symetrische zweistellige Relation auch
ungerichteter Graph. Wir kénnen fiir Graph R Kantenmarkierungen § : R — S Knotenmarkierungen
a: M — S’ einfiihren.

1.1.2 Wege in Graphen / Hiillenbildung

Iteriertes Relationenprodukt: R C MaM RO =1y Rt =RioR
Ein Weg im Graph R von zg nach x,, ist eine Folge von ,,Knoten“ xg,...,x, € M mit Vi,1 <i < n:x;_1 Rzx;
Satz: Ein Weg von x nach y der Linge n existiert genau dann, wenn zR™y. Beweis: Induktion iiber n € N

Ist R partielle Ordnung, dann heiflen Wege auch Ketten. Wir lassen dann auch unendliche Wege zu. R heifit
noethersch, wenn es keine unendlichen Wege gibt, in denen sich Knoten nicht wiederholen (streng aufsteigende
Ketten).

Aus dem Buch:

Eine Folge {z;}ien von Elementen heifit unendlich fortgesetzter Weg in R ausgehend von g,
wenn gilt Vi € N : z; Rz



Ist einer Relation eine partielle Ordnung, so heiflen unendlich fortgesetzte Wege auch Ketten. Eine
Relation R heifit Noethersch, wenn in R keine unendlich fortgesetzten Wege existieren.

Beispiel: Graph iiber N

a)0—-1—-2—-3—...
Diese Ordnung ist nicht noethersch

b) ...»3—-2—>51—-0
Diese Ordnung ist noethersch

¢) Relation iiber NU {c0} ... 3 9

Diese Ordnung ist auch noethersch.

Hiillenbildung

Gegeben Relation R C M x M
Reflexive Hiille RUIy =R™“=N{T C M x M : RCT AT reflexiv}
Transitive Hiille RT=N{T C M x M :RCTAT transitiv}
Reflexiv-transitive Hiille (RU Iy )" = R*=({T' C M x M : RC T AT transitiv und reflexiv}
Symetrische Hiille RURT = Rv™"={T C M x M : R C T AT symetrisch}

Symetrisch transitiv reflexive Hiille R®=N{T C M x M : R C T AT symetrisch, transitiv und reflexiv}

Zur Notation: Relation —, wir schreiben
5 fiir transitive, reflexive Hiille
& fiir reflexiv, symetrisch, transitive Hiille

Eine Relation — heifit konfluent, wenn gilt: Va,y1,y2 € M : (x SpArSyp=FeeM: iy S 2Ay > z)
x
Y1 Y2
* . *

Relationenalgebra: R7* o R* C R* o RT*

Sei R konfluent und noethersch, dann gilt: Jeder Weg (jede Berechnung) ausgehend von x endet in einem
Punkt z.

Y1 ,
Y1
Zo

20

Y2

Beispiele: siehe spiter!

1.2 Grammatiken

Formale Sprachen sind in der Regel unendlich und kénnen deshalb nicht durch einfaches Aufzéhlen beschrieben
werden. Deshalb brauchen wir Regeln (endliches Regelsystem), die die Worter einer Sprache charakterisieren:
Wir verwenden Textersetzungsregeln

Zeichenmenge V'
(x,y) eV x V* T —y



— C V* x V* Relation
— ist eine endliche Menge von Textersetzungsregeln

Wir gewinnen aus — eine in der Regel unendliche Relation - C V* x V'*
durch Regelanwendung (o, w € V*)
T—Yy = QOTOWw—»Qaoyow

—» algebraische Hiille, Halbgruppenhiille

*

w1 —» Wy wy wird in wy durch eine Folge von Ersetzungsschritten iiberfiihrt.
(V*,—) Semi-Thue-System; wenn — symetrisch, dann auch Thue-System.

Beispiel: V = {a, b, c}

(1) Beispiel: ba — ab
cb — bc
ca — acC
Relation ist noethersch und konfluent!

Jedes Wort wird durch eine terminierende Berechnung auf die Form a’b*c’ gebracht

(2) Beispiel: Zusétzliche Regeln zu (1):
aa— a
bb — b
cC —C
Sechs mogliche Ergebnisse: wie oben, aber ¢, j und k € {0,1}

(3) Beispiel: Zusitzliche Regeln zu (1):
aa—a
bc — a
ab—b
ac — ¢
Aquivalenzklassen isomorph zu ganzen Zahlen.

Fiir jedes Semi-Thue-System (V*, —) erhalten wir durch > eine Aquivalenzrelation.
[w] bezeichnet die Aquivalenzklasse:

[w]:{w’GV*:w«i»w’}

V" /S bilden mit Konkatenation als Verkniipfung eine Halbgruppe mit neutralem Element [¢], genannt Regel-

grammatikmonoid.

1.2.1 Reduktive und generative Grammatik

Eine Grammatik iiber einer endlichen Zeichenmenge M ist ein Tripel (M, —, Z), wobei
— € M* x M*, endlich
ZeM heifit Axiom (oder Wurzel)

G = (M, —, Z) heifit auch Semi-Thue-Grammatik. Grammatiken beschreiben formale Sprachen.

Generativ: Ein Wort w € M* ist in der durch G beschriebenen formalen Sprache, wenn gilt:

*
<> —>»w

Generativer Sprachschatz: Ly(G) = {w e M* : <Z> 5 w}
Reduktiv: Ein Wort w € M* ist in der durch G beschriebenen formalen Sprache, wenn gilt:

*
w— <>

Reduktiver Sprachschatz: L,.(G) = {w € M* : w > <Z>}

17.4.2003



Sprechweise: w € Ly(G): w wird durch G generiert (erzeugt)
w € L.(G): w wird durch G erkannt

Eine generative Grammatik heif3t e-frei oder e-produktionsfrei, wenn die rechte Seite jeder Regel # €.
Eine reduktive Grammatik heif3t e-frei oder e-produktionsfrei, wenn die linke Seite jeder Regel # ¢.

Semi-Thue-Grammatiken haben enge Grenzen in der Ausdrucksméchtigkeit.
Beispiel: M = {L} Sprache § C M*,S = {L?" : k € N}
Behauptung: Diese Sprache ist durch Semi-Thue-Grammatik nicht beschreibbar.

Beweis: Jede Regel hat die Form L? — LJ Wir betrachten den reduktiven Fall.

Wir benétigen mindestens eine Regel der Form L® — L mit 7 > 1

L muf} Axiom sein

LiL7Y - L' L; LL"'¢S

Chomsky-Grammatiken strukturieren den Zeichensatz M = TU N mit TN N =
T Terminalzeichen— Zeichen in Worten der formalen Sprache
N Nichtterminalzeichen — Hilfszeichen fiir die Ableitung

Chomsky-Grammatik G = (T, N, —, Z) mit

(T'UN, —, Z) Semi-Thue-Grammatik

e /€N

TNN=0

Ly(G)=Ly(TUN,—,Z)NT*

L.(G)=L.(TUN,—,Z)NT*

Beispiel: Reduktive Chomsky-Grammatik zur Beschreibung der Sprache S = {sz :k e N}

<Z>
T
<BAB>
o I'={L
{ } <AB> <BCB>
e N ={Z,AB,C} T 1
<A> <BAAB>
e 7 Axiom T
<L> <BAA> <BCAB>
. T T
e Regeln: L—A <AA> <BAACB>
c—B + 3
AAB— CB <LL> <BAAAAB>
AAC— CA
BC — BA <BAAAA> <BCAAAB>
BAB— Z T T
<AAAA> :
<LLLL>

Wir bretrachten den Sprachschatz der Semi-Thue-Grammatik, die wir erhalten, indem wir die ersten zwei
Regeln weglassen. <BAB> ist im Sprachschatz.

Beobachtungen:

(1) Jedes Wort im Sprachschatz hat die Form <B> o 2 0 <B>, z € {AC}*

(2) In Riickwértsableitung entstehen Cs immer am linken Rand, um die Cs wieder zu entfernen, miissen sie
nach rechts geschoben werden und verdoppeln dabei die Anzahl der As.

= d.h. die Worter aus {B,A}* im Sprachschatz haben die Form BA2'B

Zwei reduktive (bzw. zwel generative) Grammatiken heiflen dquivalent, wenn sie die gleiche formale Spra-
che beschreiben. Eine reduktive Grammatik heiit wortlingenmonoton, wenn fiir jede ihrer Regeln gilt:
w—w = |wl >|w|. Gilt |w| > |w'|, so heifit die Grammatik strikt wortlingenmonoton.

Konsequenz fiir Abb.: wy — wy = wa —> ... »w, = |wo| > |wi| > |wa| > ... > |w,|

Eine Ersetzungsregel w — w’ heiit separiert, wenn w’ € N*.



1.2.2 Die Sprachhierarchie nach Chomsky

Chomsky-Grammatiken lassen sich nach der duleren Form ihrer Regeln klassifizieren. Chomsky-0-Sprachen
sind formale Sprachen, die durch Chomsky-Grammatiken beschrieben werden kénnen. Wir beschranken uns
im Folgenden auf reduktive Grammatik (generative analog):

Eine Ersetzungsregel der Form uoaov — wo<b>ov mit u,v € (TUU)*,a € (TUN)",b € N heifit kontextsensi-
tiv. Eine Chomsky-Grammatik heifit kontextsensitiv oder e-produktionsfreie Chomsky-1-Grammatik,
wenn alle ihrer Regeln kontextsensitiv sind. Trivialerweise gilt fiir alle Chomsky-1-Grammtiken: Alle ihrer Re-
geln sind wortlangenmonoton. Eine formale Sprache heifit kontextsensitiv oder Chomsky-1-Sprache, wenn es
eine Chomsky-1-Grammatik gibt, die die Sprache beschreibt. Ist eine Sprache S kontextsensitiv, dann wird
S U {e} auch kontextsensitiv genannt.

Eine Regel a — <b> mit a € (NUT)*,b € N heifit kontextfrei. Sind alle Regeln einer Grammatik kontextfrei,
so heiflt die Grammatik Chomsky-2-Grammatik oder kontextfrei. Jede Sprache, die durch eine Chomsky-
2-Grammatik beschreibbar ist, heifit kontextfrei.

Hinweis: BNF entspricht Chomsky-2-Grammatik

Eine kontextfreie Regel der Form m o <a> on — <b> mit a,b € N,m,n € T heiit beidseitig linear. Gilt
jedoch n = ¢, so heifit die Regel rechtslinear. Gilt m = ¢, so heifit die Regel linkslinear.

Eine Regel der Form w — <b> mit w € T",b € N heifit terminal. Eine Chomsky-2-Grammatik, deren simt-
liche Regeln terminal oder rechtslinear (bzw. terminal oder linkslinear) sind, heift Chomsky-3-Grammatik
oder regulir. Eine Sprache heift regulér, wenn sie durch eine regulére Grammatik beschrieben werden kann
(oder auch Chomsky-3-Sprache).

CoL.  Menge der Chomsky-0-Sprachen
CSL  Menge der Chomsky-1-Sprachen
CFL Menge der Chomsky-2-Sprachen
REG Menge der Chomsky-3-Sprachen

Satz: CoL 2 CSL D CFL 2D REG

1.2.3 Strukturelle Aquivalenz von Ableitungen

Ableitung iiber eine Grammatik
wo —» W1 —» ... = Wy

Fragen von Interesse:

(1) Was ist ableitbar? 5
(2) Welche Struktur hat eine Ableitung?
<BAAAAB> — <BAACB> — <BCAB> — <BAAB> — <BCB> — <BAB> — Z
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Die Anwendung von Regeln t; — ¢} und t2 — ¢} in einem Wort (o, 8,y € (T U N)*)
aotiofotyory

T

aotjoffotyoy Ozot/loﬂotéo’y

/’*

aotiofothory

I\

aotjoffotygoy—»[aotijofBotyoy»laotiofothoy—»aothofothory
heifit vertauschbar.

Bemerkung: Formal ist jede Ableitung ein Wort aus (T"U N U {—})*. Vertauschbarkeit definiert eine Relation
auf der Menge der Ableitungen. Wir kénnen zu dieser Relation die transitive, symetrische, reflexive Hiille
bilden. Stehen zwei Ableitungen in dieser Relation, dann heiflen sie ,strukturell dquivalent®.

Chomsky-2-Grammatiken (kontextfreie) kénnen wir aufgrund der einfachen Struktur ihrer Regeln jeder Ab-
leitung auf das Axiom einen Strukturbaum zuordnen.



Beispiel:

z
N={z}, T={(),+*a}, Axiom z
{z), T={ b Ax N
T

Regeln:

z+z — 2 z /\
Zxz — 2 7N
R
() — 2z ( a x a ) + a + a

Wichtig: Zwei Ableitungen sind genau dann strukturell dquivalent, wenn sie den gleichen Strukturbaum dar-
stellen. Strukturbdume sind also die Normalform in der Klasse der strukturell dquivalenten Ableitungen.

Ein Struikturbaum fiir eine Ch-2-Grammatik ist ein endlich verzweigter Baum:
(1) Die Wurzel ist das Axiom
(2) Jeder Teilbaum hat folgende Eigenschaft:

(a) Er ist genau ein Terminalzeichen und hat keine Teilbdume

(b) Er hat als Wurzel ein Nicht-Terminalzeichen; dann gilt: die Wurzeln seiner Teilbdume kénnen zu
dem Wort w konkateniert werden und es gilt w — z ist eine Regel der Grammatik.

Eine Grammatik heifit eindeutig, wenn fiir jedes Wort w € T* mit w 5z (z Wurzel) alle Ableitungen auf z
strukturell dquivalent sind. Dann existiert genau ein Strukturbaum fiir jedes im Sprachschatz.

Feststellung: Die Grammatik aus obigem Beispiel ist nicht eindeutig.

1.2.4 Sackgassen, unendliche Ableitungen

Ch-2-Grammatiken werden praktisch eingesetzt, um

(1) eine formale Sprache zu definieren

(2) Jedem Wort im Sprachschatz einen Strukturbaum (am besten eindeutig) zuzuordnen.
Ein Wort w heifit ,,im Sprachschatz“ bzw. reduzierbar oder auch von der Grammatik akzeptiert, wenn gilt
w2
Aufgaben fiir eine gegebene Grammatik:

(1) Stelle fest, ob ein gegebenes Wort im Sprachschatz ist

(2) Ermittle (falls es im Sprachschatz ist) den Strukturbaum
Naive Idee: Wende auf das gegebene Wort Regeln an. Wir erhalten eine Ableitung w — wy — we — wg — ...
Wir erhalten zwei Moglichkeiten

(1) Die Ableitung fithrt zu einem Wort, auf das keine Regel mehr anwendbar ist.

(2) Die Ableitung bricht nicht ab und kann unendlich fortgesetzt werden.

Falls (1) gilt und das Wort, auf das keine Regel mehr anwendbar ist, das Axiom ist, so ist w im Sprachschatz.
Falls (1) gilt und das Wort, auf das keine Regel mehr anwendbar ist, nicht das Axiom ist, dann kénnen wir
daraus nicht schlieffen, dafl das Wort nicht im Sprachschatz ist. Wir sprechen von einer Sackgasse.

!
W41

Eine unendliche Ableitung (Fall (2)) sagt auch nichts dariiber aus, ob das Wort im Sprachschatz ist.



Beispiel: Einfache arithmetische Ausdriicke als Ch-2-Grammatik
T=A{a,...,2,+,%,(,)} a—R

N ={R,E} :

Wurzel E z.—>R
R+xR— R
F+R—R
R— F
(F) - R

Neue Grammatik
T={a,....,z,+,%(,)} a— F
N={F,R,AFE} :
Wurzel E Y 5 F

FxR— R
R+A— A
F—R
R— A
A— FE
(E) - F

Diese Grammatik ist eindeutig, aber wieder nicht sackgassenfrei.

In der Menge aller Ableitungen fiir ein Wort iiber einer Grammatik kénnen wir eine sog. Linksableitung
(analog Rechtsabletung) auszeichnen. Wir erhalten eine Linksableitung. Dies ist eine Ableitung, in der jeweils
soweit links wie moglich eine Regel angewendet wird.

Achtung:

(1) In der Regel sind Linksableitungen nicht eindeutig

(2) In der Menge der strukturell dquivalenten Ableitungen sind Linksableitungen eindeutig

Eine Linksableitung fiihrt fiir ein Wort im Sprachschatz nicht unbedingt zum Axiom.

Akzeptierte Linksableitung: Regeln werden soweit links wie moglich angewendet, Regeln, die nicht zum Axiom
fithren (in Sackgassen fithren), werden iibersprungen.
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1.3 Chomsky-3-Sprachen, endlich Automaten, regulire Ausdriicke

Wir betrachten drei Beschreibungsmittel fiir formale Sprachen:

e reguldre Ausdriicke
e endliche Automaten

e Chomsky-3-Grammatiken

Wir werden zeigen: Alle drei Beschreibungsmittel haben die gleiche Beschreibungsméchtigkeit und beschreiben
die gleiche Klasse formaler Sprachen, genannt regulére Sprachen.

1.3.1 Regulire Ausdriicke

Gegeben Zeichenmenge T'. Die Syntax und Semantik der regulidren Ausdriicke (RA) ist wie folgt gegeben:

(1) Einfache regulidre Ausdriicke
x mit x € T ist RA mit Sprache {<z>}
¢ ist RA mit Sprache {e}
{} ist RA mit Sprache 0

10



(2) Zusammengesetzte RA (Seien X und Y RA)
[X]Y] ist RA mit Sprache Lx U Ly
[XY] ist RA mit Sprache {roy:2x € Lx Ay € Ly}
X* ist RA mit Sprache {z10...02, :n € NAx,...,z, € Lx}

wobei Ly (Ly) die formale Sprache zu RA X (V) sei.
Xt =XX*
Gesetze der RA:

[(XY]|2] = [X[[Y]Z]]
o [XY]Z] = X[V Z]]

(X|Y] = [Y]X]

[(X|Y]z] =[x Z][[Y Z]]

[ZX Y]] = [[zx]][2Y]]

.« ) =¢
e Xe=X

o z{} ={}

o X*=XX*\¢e
o X* =[Xle]*

1.3.2 Endliche Automaten

Endlicher Automat A = (S,T, so, Sz, 0)

S endliche Menge von Zustanden

T endliche Menge von Eingangszeichen
s0 €S Anfangszustand

Sz CS Menge der Endzustéinde

§:8x (Tu{e}) —6(S) Ubergangsfunktion
4(S) = Potenzmenge von S
d(s,t) ist die Menge der Nachfolgezustinde zu s € S;t € T U {e}

Deterministischer Automat: d(s,e) C {s} [6(s,t)| < 1firallese S,t €T
Partieller Automat: HeT,seS:6(s,t)=0
e-freier Automat: 0(s,e) C {s} fiir alle s € S

Notation: Wir schreiben s; = so falls so € §(s1, a)
Jedem Wort w € T ordnen wir eine Relation 2" auf den Zustinden zu:

e * € \x

* *

<a> * € a €

— = = 0 — 0 —
wiowsg * wy * wo * %
—_— = — o0 — wy,we €T

Wir schreiben auch §*(s, w) fiir {s: s »,* s’}
Damit konnen wir die Sprache charaterisieren, die durch einen Automaten A beschrieben wird.

L(A):{wGT*:HzESZ:sog*z}
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1.3.3 Aquivalenz der Darstellungsform

Zunéchst beantworten wir die Frage, ob Automaten mit spontanen Ubergéingen beschreibungsmichtiger sind
als Automaten ohne spontane Ubergénge.

Satz: Zu jedem endlichen Automaten existiert ein e-freier endlicher Automat, der die gleiche Sprache akzeptiert.

Beweisidee: Wir konstruieren zu einem gegebenen EA (endlichen Automaten) einen e-freien EA mit gleicher
Sprache:

(1) 55 Zyklen: Wir fassen Knoten, die durch LR Zyklen verbunden sind, zu einem Knoten zusammen.
*
Es entsteht ein Automat ohne = - Zyklen (e-Schlingen kénnen weggelassen werden)

(2) LA Wege (zyklenfrei): Durchschalten von e-Ubergéingen. Aus
a g
OC@/Q fiir alle Kanten in den Knoten s

Satz: Zu jedem e-freien nichtdeterministischen Automaten existiert ein (e-freier) deterministischer Automat
mit gleichem Sprachschatz.

Beweisidee: Wir konstruieren zu dem Automaten mit Zustandsmenge S einen Automaten mit Zustandsmenge

3(5)

1.3.4 Aquivalenz RA, EA, Chomsky-3-Grammatiken

Satz: Fiir jeden Automaten existiert ein reguldrer Ausdruck, der die gleiche Sprache beschreibt.

Beweis: Konstruktiv! Wir geben zu einem gegebenen EA einen RA mit gleicher Sprache an.
Zustandsmenge: S = {s1,...,$,}
0.B.d.A.: Sei EA e-frei.
Wir konstruieren eine Familie formaler Sprachen L(i, j, k) C T* wobei 4,j € {1,...,n};k € {0,...,n} und die
dazugehorige RA E(i, j, k) die jeweils die formale Sprache L(i, j, k) beschreiben.
Dabei sei L(i,j, k) = {w e T* : s; % s;} Dabei betrachten wir in % nur Pfade in Ubergangsgraphen mit
Zwischenzusténden s; mit [ < k.
L(i,5,0) = {<a>: s; € 6(si,a)}
E(i,5,0) = a1|...|a, entspricht Menge aller a € T' mit s; = s,
L(i,j,k+1)= L(i,5,k) U {uovow: ue L(i,k+1,k) N veLk+1,k+1,k)* N we Lk+1,j,k) }
E(i,5,k+1)=E(@,j,k)|E(Gk+ 1L,KEKk+ 1L, k+ 1,k)*E(k+ 1,4, k)
Die Sprache des EA sind die Wege von s; (Anfangszustand) zu Endzustédnden Sz = {sz,,..,sz,}
Dies entspricht dem RA E(1,Z1,n)|...|E(1, Zy, n)
2.5.2003
Satz: Zu jedem RA 148t sich ein EA angeben, der die gleiche Sprache beschreibt.

Beweis: Wir geben die Konstruktionsprinzipien an.

(1) Fiir elementare RA:
Sei x € T, dann ist z RA mit einer Sprache, die durch den EA M beschrieben wird.

€ ist RA mit EA: M

Automat fiir leere Sprache: @ @
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Fiir [X|Y] akzeptiert der EA die gleiche Sprache.

Fiir XY akzeptiert der EA HOM“"’”@ die gleiche Sprache.

Zu X* akzeptiert der EA

Die Uberlegungen zeigen: Fiir jeden RA kénnen wir einen endlichen Automaten angeben, der die gleiche
formale Sprache beschreibt — vorausgesetzt, wir finden bei zusammengesetzten RA EA fiir die Unterausdriicke.
Vollsténdige Induktion iiber die Anzahl der Symbole in einem RA liefert die Behauptung.

Satz: Zu jedem e-freien EA kénnen wir eine Chomsky-3-Grammatik angeben, die die gleiche Sprache beschreibt.
Beweis: Gegeben EA A = (S,T, 50,5z, 0)

0.B.d.A. gehe keine Kante nach sq. Jede Kante (d.h. jeden Ubergang d(s,a) = s') ordnen wir eine Regel der
Grammatik zu. Wir verwenden die Zusténde als Nichtterminalzeichen.

Fiir Ubergiinge vom Anfangszustand so aus: 6(so,a) = s; verwenden wir die Regel a — s; Fiir Uberginge
d(siya) = s; (s; N s;) fithren wir die Regel s;a — s; ein. Zu dem Zustidnden als Nichtterminalzeichen
nehmen wir auch noch das Sonderzichen, die ,Wurzel“ Z hinzu (0.B.d.A. sei Z ¢ S). Fiir jeden Zustand
s; € S, nehmen wir die Regel s; — Z hinzu. Die entstehende Grammatik akzeptiert die gleiche Sprache.

Satz: Zu jeder Chomsky-3-Grammatik existiert ein endlicher Automat, der die gleiche Sprache akzeptiert.

Beweis: 0.B.d.A. sei die Chomsky-3-Grammatik linkslinear und alle Regeln von der Form sa — s’ mit a € T'.
Wir geben einen endlichen Automaten an:

Zusténde S =NU{so}
Eingangszeichen T
Anfangszustand S0
Endzustédnde {Z}

Ubergangsfunktion §(s,a) = {s’ € S : sa — s’ Regel} fir s € N,a €T
0(s,e) ={s’ € S:s— s Regel} fiir se€ N
0(sg,a) ={s' € S:a— s Regel} firaeT
Es entsteht ein Automat, der die gleiche Sprache wie die Grammatik beschreibt: Jede Ableitung in der Gram-
matik entspricht einer Folge von Zustandsiibergingen im Automat und umgekehrt.

Fazit:

(1) Die Beschreibungsmittel EA, RA und Chomsky-3-Grammatiken sind gleich miéichtig und beschreiben die
gleiche Klasse formaler Sprachen.

ie Ubergiinge sind konstruktiv: Fiir jeden , Chomsky-3-Grammati onnen wir systematisc

2) Die Ub d k ktiv: F den EA (RA, Chomsky-3-G k) k h
(durch einen Algorithmus) einen RA (Chomsky-3-Grammatik, EA) angeben, der die gleiche formale
Sprache beschreibt. Solche Sprachen heiflen regulér.

Wir wenden uns nun der Frage zu, wie wir fiir eine vorgegebene formale Sprache erkennen kénnen, dafl sie
regulér ist. Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel fiir eine nichtregulére Sprache Lo, = {a"™b™ : n € N\{0}}
Diese Sprache kénnen wir ohne Probleme durch eine Chomsky-2-Grammatik beschreiben:

T = {a,b}
N ={Z}
Z Wurzel
Regeln: ab — Z
aZb— Z
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Behauptung: Die Sprache L, ist nicht regulr.

Beweis: Wir zeigen, dafl kein EA existiert, der L, akzeptiert.
Annahme: Ein solcher Automat exisitert:

(1) Der endliche Automat hat nur endlich viele Zustéinde (sei k die Anzahl der Zusténde).

(2) a™b™,a™b™ sind im Sprachschatz, d.h. es existieren die Zusténde s, S, S,
a™ * pm *
Sog — Sp NSy — S,
a™ * m ok
Sog — S ANSm — S,

Falls s,, = s, gilt, werden auch Worter a™b" und a™b" akzeptiert. Da nur endlich viele Zustéinde (genau k
Zustinde) exisiteren, muf es Zahlen n und m geben mit n # m und s,, = Sy,.

Problem bei EA: EA konnen nur eine endliche Information speichern, kénnen nicht unbeschrinkt zéhlen.
Sprachen mit Klammerstrukturen (beliebiges Verschachteln von sich 6ffnenden und schliefenden Klammern)
sind nicht regulér.

Satz: Pumping Lemma fiir regulire Sprachen
Zu jeder Reguldren Sprache L existiert eine Zahl n € N, sodaf fiir alle Worter w € L mit |w| > n gilt:
w 148t sich in Worter z,y, 2 € T* zerlegen: w = royoz mit |y| > 1,|zoy| < n,zoy’oz € L fiir allei € N\{0}

Beweis: L regulir! Es existiert ein deterinistischer, endlicher e-freier Automat, der L akzeptiert. Sei n die
Anzahl seiner Zusténde, w € L.
Es gilt sp — s. Dabei durchlduft der Automat |w| + 1 Zustéinde.

Gilt |w| > n, so tritt ein Zustand mindestens zweimal auf, d.h. sg 2 sk A Sk -5 sk A Sk — s, dann gilt auch
i
soisk/\sk v, Sk N\ Sk isz.

Damit 148t sich zeigen: L, ist nicht regulér.

1.3.5 Minimale Automaten

Wir zeigen nun, wie wir fiir eine reguliire Sprache einen minimalen Automaten (kleinste Anzahl Zustéinde)
angeben konnen. Sei L C T*: Wir definieren eine Aquivalenzrelation ~j, auf T* durch (sei v,w € L*):
VLW def (VueT*“:vouEL@woueL)

Dadurch erhalten wir Aquivalenzklassen [v] = {w € T* : w ~p, v}

Satz (Myhill-Nerode): L ist genau dann regulér, wenn die Menge der Aquivalenzklassen endlich ist.

Beuweisidee: Jede Aquivalenzklasse definiert einen Zustand in einem endlichen Automaten, der die Sprache
akzeptiert. Umgekehrt: Jeder Zustand in einem endlichen Automaten entspricht einer Aquivalenzklasse.

Die Beweisidee liefert bereits einen Hinweis, wie wir einen e-freien, deterministischen, endlichen Automaten
mit totaler Ubergangsfunktion konstruieren kénnen, der die Sprache L akzeptiert, und eine minimale Anzahl
von Zusténden hat.

Wir zeigen nun, wie wir aus einem gegebenen endlichen e-freien, deterministischen Automaten einen minimalen
Automaten konstruieren, indem wir bestimmte Zustdnde zusammenlegen.

1. Schritt Wir entfernen alle Zusténde, die vom Anfangszustand aus nicht erreichbar sind.

2. Schritt Wir konstruieren eine Folge von Pridikaten auf Zustinden p; : S’ x S’ — B
pi(s1,82): YweT*:|lw <i=(3z€S5,:5 . z)= (Fz€ 85, : 50 0 z)
p; 148t sich induktiv definieren:
po(Sl, 82) = (51 €85, & s9€ SZ)
pit1(s1,52) = pi(s1,82) AVz € T : p;(6(s1,x),0(s2,))

Da der Automat endlich ist, existiert ein k& mit py = pgy1. Das Pridikat py definiert mir dann, welche
Zusténde der Automaten dquivalent sind und zu einem Zustand (im minimalen Automaten) verschmolzen
werden konnen.

8.5.2003

Anwendung: grep, sed, vi/vim, emacs, flex/lex
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1.4 Kontextfreie Sprachen (KfS) und Kellerautomaten (KA)

Chomsky-3-Grammatiken geniigen i.A. nicht, um komplexe, formale Sprachen wie Programmiersprachen zu
beschreiben (z.B. Klammerstrukturen wie in Ly, = {a™b" : n € N}). Es gilt: REG C CFL, d.h. die Klasse der
KIS ist méchtiger als die der regulidren Sprachen. Chomsky-3-Grammatiken, reguléire Ausdriicke und endliche
Automaten eignen sich nicht, um KfS zu beschreiben. Analog zu RA, EA und Chomsky-3-Grammatiken bei
reguléren Sprachen sind in der Klasse KfS folgende Beschreibungsformen gleich méchtig:

e Chomsky-2-Grammatiken
e BNF-Ausdriicke

e Kellerautomaten

Diese Mittel werden bei Spezifikation und der Syntax-Analyse von Programmiersprachen in Ubersetzern und
Interpretern eingesetzt.

1.4.1 BNF-Notation
Erweiterung von RA um:

1. Hilfszeichen (Nichtterminale)

2. (rekursive) Gleichungen fiir Hilfszeichen

Sei T eine Menge von Terminalzeichen und N eine Menge von Nichtterminalzeichen. Eine BNF-Beschreibung
einer Sprache L hat die Form:
T, = FEj

z, = FkE,
mit z1,...,2, € N und Eq,...,E, RA iiber TUN.

Beispiel: <Z> ::= abla<Z>b beschreibt die KfS {a"b™ : N € N 0}

Fiir eine BNF-Beschreibung kann fiir jedes z; (1 < i < n) eine Chomsky-2-Grammatik (KfG) angegeben
werden. Die RA F; werden in Chomsky-3-Grammatiken (mit neuem Nichtterminal Z; als Axiom) umgeformt
und fiir die BNF-Regel z; ::= FE; wird die Regel Z; — z; in die Grammatik aufgenommen.

Anmerkung: Es gibt zahlreiche Stile und Erweiterungen von BNF. Die Klammern [...] dienen oft der Kenn-
zeichnung optionaler Anteile, z.B. X[Y] fiir X|XY. {X}™ bezeichnet die n- bis m-malige Wiederholung von
X.

1.4.2 Kellerautomaten
Ein Kellerautomat KA = (S, T, K, 0, S0, ko, S)
e endliche Menge S von Zustdnden
e endliche Menge T von Eingabezeichen
e endliche Menge K von Kellerzeichen
e endliche Ubergangsrelation 6 : S x (T'U{e}) x K — P(S x K*)
e Anfangszustand sg € S

e Endzustinde S, C S

Prinzip: KA verarbeitet ein w € 7%, indem er w von links nach rechts liest und in jedem Schritt, abhéngig
vom aktuellen Zustand, Eingabezeichen a und oberstem Kellerzeichen k, entsprechend §:
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e in einen neuen Zustand s’ € S {ibergeht
e das oberste Zeichen k im Keller entfernt
e cine (ggf. leere) Sequenz u € K* auf den Keller legt

KA akzeptiert w € T, wenn die vollstindige Verarbeitung von w von sg zu einem Endzustand s € S, fiihrt.

Darstellung: Graph analog zu EA. Knoten: s € S, Kanten: (a,k,u) € (TU{e} x K x K*) Eine Kante (a, k, u)
von s nach s existiert genau dann, wenn (s',u) € 6(s,a, k)

Beispiel: KA fir {(™)" :n e N{0}}

KA= (S, T, K, 5, 80,0, {82}) 5(50, (,O) = {(80, <10>)}
S = {s0, 51,52} d(s0, (,1) = {(s0,<11>)}
T={()} 0(s0,),1) ={(s1,8)}
K ={1,0} d(s1,),1) = {(s1,¢)}
0(s1,€,0) = {(s2,¢)}
Darstellung;:
(¢,0,<10>)
((,1,<11>)

Arbeitsweise formal:

Wir betrachten Kellerkonfigurationen (s, w,v) € S x T* x K* mit Kontrollzustand s, (Rest-)Eingabewort
w und Kellerzustand v (oberstes Zeichen im Keller). Ein KA induziert eine Ubergangsrelation — auf Konfi-
gurationen, vermoge:

(s1,w, <k>ov) — (s2,w,uov), falls (sa,u) € §(s1,¢, k) und

(s1,<a>ow, <k>owv) — (s2,w,uov), falls (s2,u) € §(s1,a,k)

w € T* wird vom KA akzeptiert, wenn es ein s € S, und ein v € K* gibt, so das (sg, w, <ko>) = (s,e,v). Die
vom KA akzeptierte Sprache bezeichnen wir mit L(KA).

Anmerkung: Akzeptieren durch leeren Keller ist gleich méachtig, d.h. w € T* vom KA akzeptiert, wenn
(s0,w,€) = (s,e,€) mit s € S.

Durch KA erhalten wir fiir beliebige KfS unmittelbar einen (i.d.R. sehr ineffizienten) Erkennungsalgorithmus.
Im Gegensatz zu EA sind deterministische Kellerautomaten nicht dquivalent zu nichtdeterministischen KA.

1.4.3 Aquivalenz von Kellerautomaten und KfS

Satz: Ist L eine kontextfreie Sprache, dann gibt es einen Kellerautomaten K, so das L(K) = L

Idee: Gegeben sei eine KfG G = (T, N, —, Z)

Gesucht: KA K mit L(K) = L(G)

K= (ST, TUNU{#},6,e,#,{se})

S ={e, se, $v} U Menge aller (Teil-)Sequenzen der linken Seiten der Grammatik-Regeln.
Sei <ep...ep>,e; € NUT, linke Seite einer Regel <ej ...e,> — A.

Ubergangsrelation 6:

1. Kellern: (e, <ak>) € 6(¢,a,k),a €T
2. Regelerkennung:

a) (<61’_1 .. .ej>,5) S 5(<€i ... €5>,E, ei_l)

b) (<€i cee€ig1>, </€>) S 5(<6i S €5>, €441, k)
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3. Regelanwendung: (e, <Ak>) € d(<e1...ex>,€,k)
4. Akzeptanz:

a) (sv,€) € 6(e,¢,2)

b) (88) 6) € 5(81)) 63 #)

K ist nichtdeterministisch und ineffizient. K kellert Eingabe, bis er an beliebiger Stelle mit dem Aufbau der
linken Seite einer Regel beginnt.

Beispiel:

KfG G = ({a,b},{2},{aZb — Z,ZZ — Z,ab — Z})

S = {E, Suy Se, <@>, <b>, <Z>, <aZ>, <Zb>, <ZZ>, <aZb>, <ab>}

d: (seix €T, ke K) d(e,x, k) ={(<x>, <k>), (¢, <xk>)}
ko # = 3, k) = {(<k>,e)}
§(<Z>,b, k) = {(<Zb>, <k>), (<ZZ>, <k>)}

d(e,e,2) = {(sy,8)}

Ausschnitt aus Ableitungsbaum fiir <aabb>:

(€, aabb, #) 5 (€, abb, a#) 5 (e,bb, aa#) 5 (€,b, baa#) 5 (e,€, bbaa#)
Alternative: (¢, aabb,#) — (c,abb,a#t) 23 (a,bb,a#t) 3 (ab,b,a#)
4a4b

(57 57 Z#) - (88)87 #)

Beobachtung: k nichtdeterministisch und Sackgassen, d.h. sehr ineffizient.

2a

(b, &, baa#) Sackgasse!
(.0, Zagp) *** (aZbe ) >

—
3
—

9.5.2003

Satz: Zu jedem KA K (mit € # L(K)) existiert eine kontextfreie Grammatik G mit L(K) = L(G).
Beweis: s. Literatur (Hopcroft/Ullman)

Vorgehensweise bei der Reduktion von Woérter KfS durch KA:

1. Top-Down: Keller initial Axiom. Ableitung eines (Teil-)Wortes v € T* im Keller und Vergleich mit (Rest-
)Eingabe. Bei Ubereinstimmung Kiirzung des Eingabeworts und Entfernen von v im Keller.

2. Bottom-Up: Keller initial leer. Schrittweise Lesen / Kellern der Eingabe, Reduktion von Teilwértern auf
Keller. Erfolgreich, wenn Z im Keller und Eingabe leer.

Beide Verfahren i.A. nichtdeterministisch und wegen Suche im Ableitungsbaum ineffizient.

Verbesserungsansatz: Eliminieren des Nichtdeterminismus durch Beschrinkung der Regelauswahl; Erfolg abhéngig
von der KfS.

1.4.4 Greibach-Normalform

KfG G = (T, N, —, Z) ist in Greibach-Normalform, wenn jede Ersetzungsregel folgende Gestalt hat:
<g>ow —zxmitaeT,we N ,x e N
d.h. Verarbeitung genau eines Terminals a € T links bei jeder Ersetzung.

Satz: Jeder von einer e-freien KfG erzeugte Sprachschatz kann auch durch eine KfG in GNF erzeugt werden.
Beweis: Literatur.

Satz: Zu jeder KIG G existiert ein KA mit L(K) = L(G)

Beweis: G = (T,N,—,Z) sei 0.B.d.A. in GNF

K= ({80}7 Ta Na 57 S0, 27 80)

d(so,a,k) = {(so,w) : <a>ow — k} VkeN

Esgilt firv e T*,z € N*: v Sre (50,v,7) = (0,¢,€)

Es geniigt eine einelementige Zustandsmenge.

Beispiel: KIG G = ({a,b},{Z,U},{aU — Z,aZU — Z,b — U}, Z)
K = ({80}7 {0,, b}7 {Za U}7 6a S0, Za {SO})
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d(s0,a,Z) = {(s0,<U>), (s0,<ZU>)} (Regeln la und 1b)

5(s0,b,U) = {(s0,¢)} (Regel 2, s. folgendes Beispiel)

Ausschnitt Reduktionsbaum <aabb>:

(so, <aabb>, <Z>) 4 (s0, <abb>, <U>) — Sackgasse!

(so, <aabb>, <Z>) 1 (s0, <abb>, <ZU>) 14 (so, <bb>, <UU>) 2 (s0, <b>,<U>) 2 (s0,€,¢).

D.h. stark vereinfachter KA, aber nach wie vor nichtdeterministisch. Benotigt aus praktischer Sicht: einge-

schriinkte KIS, die beschrénkten Nichtdeterminismus des Kellerautomaten verursachen und Sackgassen elimi-
nieren.

1.4.5 LR(k)-Sprachen (LR = Left-Rightmost)

...oder: L — Eingabe von links nach rechts lesen, R — Rechtsableitung, k — k Zeichen Vorschau (Lookahead)

Idee: Bottom-Up. Eingabewort von links nach rechts lesen und dabei Kellern, bis Regel anwendbar ist. Be-
stimmung der anzuwendenden Regel anhand von héchstens k Zeichen des Restwortes (bzw. rechts der Anwen-
dungsstelle); Rechtskontext.

LR(k) Keller Regeln:
— t1...t, =
| t1...tn | | tn V1...0t1 ... tn — Y
Eingabewort k weitere Zeichen Regeln eindeutig durch
tl tn+1 e tn+k bestimmt
Un
U1

Beispiel: ty ...t, — x; streiche t; . ..t, aus Keller und Eingabewort, lege z auf den Keller.

In einer LR(k)-Sprache kann bei jeder akzeptierenden Linksreduktion durch Betrachtung der k néchsten Zei-
chen rechts der Anwendungsstelle die anzuwendende Regel eindeutig bestimmt werden.

Bei bestimmten Grammatiken kann die Auswahl einer Regel der Form <e; ...e,> — A fiir w = xo<e; ...e,>0y
durch Betrachtung eines endlichen Prifix von y gesteuert werden.

Kontextbedingung (KB): Menge von Wortern, die die Prifixe von y festlegt, welche die Regelanwendung
zulassen.

KfG G heifit LR-deterministisch, wenn es fiir alle Regeln der Grammatik endliche KB gibt, so das der von
links nach rechts arbeitende KA fiir alle Worter w € L(G) und alle akzeptierende Reduktionen in jedem Schritt
genau eine Regel zuldfit, die Redutkion vollzieht und Sackgassen vermeidet.

Satz: Jede LR-deterministische KfG ist eindeutig.

Beweis: Gemif Definition von LR-deterministischen KfG gibt es eine eindeutige Einschrinkung des Kellerau-
tomaten, der die Ableitung erzeugt.

Definition (LR(k)):

wli : k] bezeichnet Teilwort <wj ... w,> von w = <wy ... wy>, i,k € N;1 < 4.

Sei k € N. Eine azyklische KfG (T, N, —, Z) heifit LR(K)-Grammatik, wenn fiir jedes Paar von Ableitungen
in Links-Normalform:

Ur0a10xry »uULo<Bi>oxy » ... » 2

U 0A2 0Ty —» Ug 0 <Bo>0Xg —» ... —» 4

wobei {a; — Biy,az — B2} C—, gilt:

U1 © ax 0(331[1 . k‘]) ZUQOGQO(J?Q[I . k]) = a1 :0,2/\B1 ZBQ /\u1 = U2

D.h. durch z1[1 : k] ist die anzuwendende Regel eindeutig festgelegt.

Beispiel (LR(0)):

G={a,b},{Z,X},{ZX - Z,X - Z,aZb— X,ab— X},7)

Ableitung von <aabbab>: <aabbab> 4 <aXbab> > <aZbab> > <Xab> > <Zab> = <ZX> - <Z>.
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KA: Kellern bis Regel anwendbar, Regeln anwenden so lange wie moglich: ¢ aabbab

a abbab
aa bbab
aab bab
aX bab
aZ bab
Z

Keller: Prifix des zu reduzierenden Wortes.
Bei LR(0) ist kein Kontext notwendig, um die richtigen Regeln zu wihlen.

Satz: Jede LR(k)-Grammatik ist eindeutig. Beweis: LR (k)-Grammatiken sind LR-deterministisch.
Beispiel (LR(1)):

G=(T,N,—,2)

N ={Z, AP E)}

T= {(7)v+’_’*7/aa}

Regel KB
A—Z €
E - A +a ) )a

€
A+E_>A +7'7)7€
A_E_>A +7'7)7€

P—-FE teT

ExP—-FE teT

E/P—E teT

(A) - P teT

a— P teT

Bsp.:<a4+axa>—» ... »<A+Exa>—» <A+ E*P>—»<A+FE>—»...»Z

LR (k)-Grammatiken erlauben Reduktion von Wortern durch Kellerautomaten mit akzeptablem Aufwand.
Insbesondere LR(1)-Grammatiken werden in der Praxis eingesetzt.

Anmerkung: Es gibt keinen Algorithmus, der fiir eine beliebige Grammatik G entscheidet, ob G LR(k).

1.4.6 LL(k)-Grammatiken (Left-leftmost)

Gegensatz zu LR(k): top-down-Produktion der Ableitung, ausgehend vom Axiom Z. Dadurch Linksableitung
(bzw. Rechtsreduktion) statt Linksreduktion.

Idee (KA):

1) Produktion von v € T* ausgehend vom Nichtterminal auf Keller und abhingig vom Rechtskontext.
2) Vergleich des erzeugten v mit Prifix des (Rest-)Eingabewortes

3) Bei Ubereinstimmung: Entfernen von v aus Keller und Eingabewort.

Definition LL(k):
Eine azyklische KIG G = (T, N, —, Z) heifit LL(k)-Grammatik (k € N), falls fiir alle Paare von Ableitungen
in Rechtsnormalform (a1, a2, v,u1,us € (TUN)* ,w e T*, B € N):
Uoul—*»voal ow—*»vo<B>ou)—*»
Uouz—*»voagow—*»vo<B>ow—*»Z
wobei {a; — B,as — B} C— gilt:
u1[1 : k’] :’U,g[l : k’] = a1 = as
D.h. die Zerteilung ist mit u;[1 : k] eindeutig festgelegt.
15.5.2003

Beispiel: LL(1)-Grammatik G = {Z},{a,+, -}, {¢ = Z,-Z - Z,+27Z — Z},7Z)
Reduktion von <+-a+aa> durch KA:
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LL-Technik (top-down) | LR-Technik (bottom-up)
Keller Resteingabe Keller Resteingabe
Z +-ataa e +-ataa
ZZ+ +-ataa + -—ataa
ZZ -ataa +- a+taa
ZZ- -a+taa +-a +aa
ZZ ataa +-Z +aa
+Z +aa
a a
E € Z €

Jede LL(k)-Grammatik ist auch eine LR(k)-Grammatik, d.h. u.a. jede LL(k)-Grammatik ist eindeutig.

1.4.7 Rekursiver Abstieg

Klassisches Verfahren der Programmierung eines top-down-KA zur Zerteilung von Wértern einer KfS. Orien-
tiert an BNF:

Fiir jedes Nichtterminal z; € N der linken Seiten der Regeln z; ::= Ej|...|E, eine Prozedur, die (rekursiv)
eine vollstéindige Falluntersuchung der rechten Seite der zu z; gehoérenden Regel durchfiihrt.

i.d.R. ebenfalls Steuerung iiber Préfix des Restwortes.

1.4.8 Das Pumping-Lemma fiir KfS

KfG G = (T, N, —, Z) ist in Chomsky-Normalform (CNF), falls alle Regeln folgende Gestalt haben:
a— Aoder BC — A, firaeT;A,B,CeN

Satz: Zu jeder KIG G mit ¢ ¢ L(G) gibt es eine fiquivalente KfG in CNF.

Satz (Pumping Lemma fiir KfS): Zu jeder KIS S existiert ein n € N, sodaf} sich alle z € L mit |z| > n in
u, v, w, z,y € T* zerlegen lassen, z = wovow ox oy mit:

1. [voz|>1
2. vowoz| <n

3. firalles >0:uoviowoxioy €L

Beweis: Sei G = (T, N, —, Ng) CNF-Grammatik mit L(G) = L,k = |[N|,n = 2¥ 2 € L mit |z| > k.
Ableitungsbaum T fiir z ist Bindrbaum der Hohe k + 1 mit |z| > n Bléttern.

Knoten mit genau einem Sohn (a — A) oder genau zwei Séhnen (BC — A)

h >logs |z| > logan = k

Im Pfad po,...,pn+1 ist T von der Wurzel pg zu Blatt pp41 ist die Markierung Ng, Ny, ..., N, der Knoten
Po; - - -, pn eine Folge von h+1 > k+1 Nichtterminalen. D.h. es gibt 4, j € {0,...,h},sodaB N; = N; = N,i < j
und N;i1, ..., N, paarweise verschieden

Zerlegung von z
No

NN

1. Da G in CNF ist v # € oder z # ¢, d.h. |vz| > 1
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2. Teilbaum T ab Knoten p; ist Abletungsbaum fiir V; Svowou
Aus N;i1,..., Ny, verschieden folgt: 7' hat Hohe h — i < k.
D.h. [vowo x| < oh—i <ok —p

3. Ableitungen fiir uov’ owox? oy ergeben sich aus der Kombination der Moglichkeiten: N S uoNo y, N 5

*
w,N - voNouz.

1.5 Kontextsensitive Grammatiken (KsG)

es gilt: CFL C CSL
KsG sind definitionsgemifl wortlingenmonoton (wlm), d.h. fiir jeden Schritt z — y : |y| < |z]

KsG sind sehr allgemein, jede wlm Grammatik ist strukturéiquivalent zu einer KsG! Es ist moglich, fiir jede
KsG L einen (ineffizienten) Algorithmus anzugeben, der fiir w € T* entscheidet, ob w € L

Begriindung: Bei einer wlm Grammatik ist fiir jede w € T die Menge der durch Reduktion von w entstehen-
den Worter endlich; mogliche unendliche Reduktionen koénnen aufgrund der Wortldngenmonotonitét erkannt
werden.

Fiir eine Chomsky-0-Grammatik G existiert i.A. kein solcher Algorithmus! Fiir Go existiert lediglich ein
Algorithmus, der fiir jedes w € L(Go) mit Resultat true terminiert. Fiir w ¢ L(Go) kann die Terminierung
nicht garantiert werden.
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Kapitel 2

Berechenbarkeit

Es gibt mathematisch exakt beschreibbare Probleme, fiir die es keine Losungsalgorithmen gibt!

typische Probleme:
Aufgabe: Berechnung einer gegebenen Funktion
Losung: Algorithmus, der f berechnet.

Definition: f heifit berechenbar, wenn es einen Algorithmus gibt, der fiir jedes Argument = (Eingabe) den
Wert f(x) (Ausgabe) berechnet. Nicht berechenbare Funktionen kénnen nicht durch Programme einer Rechen-
anlage beschrieben werden!

Wir betrachten 0.B.d.A. n-stellige f : N® — N, wobei lediglich Représentationen von n € N zur Verfiigung
stehen. Wir verwenden die Zeichenmenge T' und die injektive, umkehrbare Abbildung rep : N — T*. Demnach
existiert auch abs: {t € T*: 3In € N : rep(n) =t} — N, so dafl abso rep = id und rep o abs = id

Statt abstraktem f : N — N betrachten wir ein konkretes f : (T*)" — T, mit

flae, ... z,) = abs(f(rep(z1),...,rep(xy)))

Konkrete Algorithmen arbeiten auf Repriisentationen (von N). Fiir einen realistischen Berechenbarkeitsbegriff
miissen die Reprisentationen handhabbar sein. Wir setzen deshalb u.a. voraus, dafl T" endlich ist.

2.1 Hypothetische Maschinen

Mbéglichkeit zur Prézisierung des Algorithmus-Begriffs: hypothetische Maschinen. Mathematische Nachbildung
des Zustandsraums und der Ubergangsfunktion realer Maschinen mit dem Ziel der Prizisierung und Vereinfa-
chung.

EA und KA geniigen nicht, u.a. kénnen KA fiir KfS aber nicht fiir KsS L berechnen, ob w € L. Wir betrachten
allgemeinere Modelle als KA mit unbeschrankten Mengen von Zusténden.
Mogliche Kritik: unrealistisch, weil technisch nicht realisierbar...?

2.1.1 Turing-Maschine

A.M. Turing, 1936
Beidseitig unendliches Band von Zellen zur Speicherung von Zeichen, ein Schreib-/Lesekopf, Steuereinheit

Schreib-/
Lesekopf
[ ]

FTal To

# |
Ein endlicher Abschnitt des Bandes trigt relevante Informationen, alle anderen Zellen enthalten das Symbol
# fiir die leere Information.

Prinzip: TM liest in jedem Schritt ein Zeichen ¢ € T'U {#} unter dem Kopf. Abhingig vom Zustand wird das
Zeichen {iberschrieben, ein neuer Zustand eingenommen und der Kopf um hdchstens eine Position nach links
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oder rechts bewegt.

Eine Turing-Maschine TM = (T, S, 0, sg) umfafit:

e endliche Menge T von Zeichen, mit denen das Band beschrieben wird (es sei # ¢ T')
e endliche Menge S von Zustdnden

e endliche Ubergangsfunktion bzw. Relation & : S x (T'U {#}) — 6(S x (T U {#}) x (<,>,})

< bzw. ,,>“ beschreiben eine Verschiebung des Kopfes um eine Zelle nach links oder rechts und ,,|“ das
Beibehalten der Position. Gilt fiir TM : ¥Vt € T U {#},s € §:|(s,t)| <1, so heiBt TM deterministisch.
Beispiel: Priifung, ob Anzahl der ,L* in <wq,...,w,>n > 1,w; € {L,0} gerade.
Zu Beginn sei . . . #w; ..., # . .. auf Band und der Kopf auf w,, positioniert. TM hélt mit Bandinhalt ... #L#.. .,
falls Anzahl der L gerade bzw. mit ...#0+ ... sonst.
™™ = ({Oa L}7 {807 S1, 52, 83}7 67 SO)
Ubergangsfunktion ¢:

§ |o L #

S0 (80705>>) (807La>>) (817# <<)

S1 (817#7<<) (827#7<<) (837L7l)

0,1

52 (827#7<<) (817#7<<) (837 ’
S3 (Z) (Z) (Z)

16.5.2003

Das Verhalten einer Turingmaschine kann auch grafisch durch einen Automaten dargestellt werden:
0#<

0#<

Die Markierung ,,0#<* fiir einen Zustandsiibergang von s nach s’ bedeutet, daf dieser Ubergang im Zustand
s ausgefiithrt werden kann, falls 0 unter dem Lesekopf steht; dann wird # geschrieben und der Lesekopf bewegt
sich nach links.

Eine Konfiguration einer Turingmaschine beschreibt den Berechnungszustand. Wir verwenden ein 4-Tupel:
(s,l,a,7) € S X (TU{#N* x (TU{#}) x (TU{#})*
Lesekopf

[#l#l ¢ ] - [#]#]

s = aktueller Zustand

Da das Band nach links und rechts unendlich fortgesetzt ist, sind folgende Konfigurationen dquivalent:
(s,l,a,7) = (s,<#>0l,a,7) = (s,l,a,1 0 <#>)

Die Berechnung einer Turingmaschine (ausgehend von einer Konfiguration) besteht aus einer endlichen oder
unendlichen Folge von Konfigurationen.

Wir definieren eine Relation auf Konfigurationen (s,l,a,r) — (s',l',a’, ") wie folgt: Es gilt genau eine der
folgenden Aussagen:

0) z=] Al=0 ANr=r" ANd=ux Kopf bleibt
(1) z=<Al=lo<d>ANr"=<z>0r Kopf nach links
(2) z=>Al=lo<z> Nr=<a'>o0r Kopf nach rechts

wobei (s, x,2) € §(s,a)
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Eine Konfiguration K heif3t terminal, wenn keine Nachfolgekonfiguration existiert. Die Turingmaschine bleibt
stehen, die Berechnung endet. Eine Berechnung heifit vollstindig, wenn sie unendlich ist oder endlich ist und
die letzte Konfiguration terminal ist. Bemerkung: Jede Turingmaschine 148t sich in einer der gebrduchlichen
Programmiersprachen (Java, C, Pascal etc.) simulieren.

Wir stiitzen nun auf Toruingmaschinen den Begriff der Berechenbarkeit ab (genauer: Turing-Berechenbarkeit).
Eine partielle Funktion f : T* — T™ heifit turing-berechenbar, wenn es eine deterministische Turingmaschi-
ne gibt, so daf fiir jedes Wort ¢t € T™ eine der folgenden Aussagen gilt:

(1) f(t) hat einen Bildpunkt (f(¢) ist definiert, genauer der Wert von f fiir Argument ¢ ist definiert) und es
existiert eine vollstéindige Berechnung: (sg,t,#,e) — ... — (Se, 7, #,€) wobei f(t) = r.

(2) f ist fir Argument ¢ nicht definiert und es existiert eine unendliche Berechnung (so,t, #,¢) — ... —

Dieser Berechenbarkeitsbegriff 148t sich auf partielle Abbildungen f : N® — N iibertragen: Dazu miissen wir
nur eine Zahldarstellung festlegen. Wir stellen natiirliche Zahlen als Strichzahlen dar und verwenden ,,.“ als
Trennzeichen. f heifit berechenbar, wenn eine Funktion g : {1,.}* — {1,.}* existiert, die berechenbar ist
und fir alle z1,...,2, € N gilt: g(<c> 011 0 <> 0 ... 0 <>1%"<.>) = <_> 0 1¥ 0 <> genau dann, wenn

flxr, ... xn) = v.

Einige Beispiele fiir turing-berechenbare Funktionen

(1) Konstante
¢:N" — N mit ¢(z1,...,z,) = k fir gegebene k € N

(2) Nachfolgerfunktion
suce: N — N mit suce(n) =n+1

(3) Projektionen (1 <i <mn)
M7 : N™ — N mit II?(zq,...,2,) = 2;

(4) Vorginger

pred : N — N total pred : N — N partiell
—1 fallsz >0 -1 falls z > 0
pred(z) = v ans pred(z) = v ) ans
0 sonst undefiniert sonst

Komplexe Funktionen kénnen wir durch Funktionskomposition gewinnen. Wir definieren eine verallgemeinerte
Komposition fiir partielle Funktionen: g : N* - N, h; :N" - N/ 1<:i<n
Wir definieren f : N™ — N durch f(z1,...,2m) = g(h1(z1,...,Zm), .., hn(z1, ..., 2m)), falls hy, ..., Ay, fir

Z1,...,&, definiert und g fir hy(z1,...,2,), ..., hn(x1, ..., x,) definiert, sonst ist f fir (z1,...,2,) undefi-
niert.
Satz: f ist turing-berechenbar, wenn g, b1, ..., h, turing-berechenbar sind.

Notation: Wir schreiben dann fiir f auch g o [hq, ..., hy]
Es gilt: Addition, Multiplikation, Division (d.h. die iibliche Arithmetik) ist turing-berechenbar.

Frage: Gibt es Funktionen, die nicht turing-berechenbar sind?
Antwort: Ja, siehe spéter!

Bemerkung: Ob wir Turingmaschinen mit mehreren Béndern oder nur einseitig unendliche Turingmaschinen
verwenden, dndert nichts am Begriff der Turing-Berechenbarkeit. Andere Berechenbarkeitsbegriffe haben sich
als dquivalent erwiesen. Dazu folgen zwei Beispiele.

2.1.2 Register-Maschinen

Eine Register-Maschine ist (wie eine Turingmaschine) eine hypothetische Maschine (mathematisch definiert),
die eher unseren gebrauchlichen Rechnern entspricht. Eine Register-Maschine mit n Registern (n-RM) besitzt
n Register (Speicherplétze) fiir natiirliche Zahlen und ein Programm (n-RM-Programm). Diese Programme
haben eine extrem einfache Syntax:
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1) e ist ein n-RM-Programm (leeres Programm)

2) succ; mit 1 <4 < n ist ein n-RM-Programm

4) sind M7 und Ms n-RM-Programme, so ist M7; M5 ein n-RM-Programm

(1)
(2)
(3) pred; mit 1 < i <mn ist ein n-RM-Programm
(4)
()

ist M ein n-RM-Programm, so ist while;(M) mit 1 < ¢ < n ein n-RM-Programm

22.5.2003
Semantik von RM durch Zustandsiibergangsbeschreibung. Konfiguration einer n-RM: (s,p) € N x n-Prog
Dabei beschreibt n-Prog die Menge aller Programme fiir n-RM.
Zustands- bzw. Konfigurationsiibergangsfunktion (fiir n-RM mit ¢ € N;1 < i < n):
(s,succ;) — ((S1,.+.y8i—1,8: + 1,8i41,- -+, 8n),€)
s; —1 fallss; >0
0 sonst

(s, (p; while;(p))) falls s; >0
(s,€) sonst

Bemerkung: Die Konfiguration der Form (s,¢) sind terminal, d.h. es exisitert keine Nachfolgerfunktion (,,das
Programm terminiert*). Wie gehabt definieren wir Berechnungen (endliche/unendliche) als Folgen von Konfi-
gurationen in der —-Relation.

Beispiel: RM-Programme

(1) while;(pred;) entspricht while s; > 0 do s; := s, — 1 od und setzt s; auf Null.
s; := k entspricht while;(pred,); suce;; . . . ; suce
—_———

k-mal

(2) Folgende Funktionen kénnen in RM programmiert werden:

e iibliche Arithmetik
e iibliche Boolesche Algebra (Wahrscheinlichkeitswerte dargestellt durch Zahlen).

Eine Funktion f : N® — N" (partiell!) heifit RM-berechenbar, wenn es ein n-RM-Programm gibt, so dass

genau falls f(s1,...,8,) = (s],...,5,) dann gilt (s,p) = (s',¢)

Auch g : N¥ — Nmit 1 <%k <n und (fiir eini € N,1 <3 < n)
glx1,...,xp) =2 (f(z1,. .., xp, 2k + 1,...,2y,)) fiir gegebene xp41, ..., 2, heiit auch RM-berechenbar.

2.2 Rekursive Funktionen

Die beiden bisher betrachteten Berechnungsmodelle (Turing-Maschinen, Registermaschinen) sind , hypotheti-
sche Maschinen“. Jetzt betrachten wir ein stidrker durch Beschreibung charakterisiertes Berechnungsmodell,
rekursiv definierte Funktionen. Auch dafiir kénnen wir Algorithmen zur Auswertung angeben (vgl. Termerset-
zung).

2.2.1 Primitiv rekursive Funktionen

Wir betrachten n-stellige Funktionen f : N — N (total oder partiell). Wir nennen folgende Funktionen

Grundfunktionen:
succ: N — N mit suce(n) =n+1

zero®) :— N (Konstante Null)
zero®) : N — N
I :N" - N i-te Projektion, 1 <i <mn
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Aus einer gegebenen Menge von Funktionen gewinnen wir weitere durch Komposition gg[k1, . . . , k] oder durch
Anwendung des Schemas der primitiven Rekursion:

Gegeben seien Funktionen g : N¥ — N und k : N¥*2 — N.

Wir definieren f : N**1 — N wie folgt: Fiir alle x1,..., 25, n € N:

flay, ... 2k, 0) = g(x1, ..., xp)

flae,.. o zp,n+ 1) =k(z1, ..., 25,0, f(z1,...,25,n))

Dies entspricht einer induktiven Definition von f.

Fakt: Sind g, h totale Funktionen, so ist durch das Schema f eindeutig bestimmt und total.

Beweis: Induktion!

Bemerkung: Sind g und h partiell, so ist f auch eindeutig festgelegt, aber u.U. selbst partiell.

Die Menge der primitiv rekursiven Funktionen (PR) ist induktiv wie folgt definiert:

(1) Die Grundfunktionen sind in PR.
(2) Funktionen, die durch Komposition von Funktionen aus PR gewonnen werden kénnen, sind in PR.

(3) Funktionen, die durch das Schema der primitiven Rekursion iiber Funktionen g, h € PR gewonnen werden
konnen, sind in PR.

Wir kénnen, wie fiir die Komposition, auch fiir das Schema der primitiven rekursiven Funktionen eine kompakte
Notation einfiihren:
pr: (NF — N) x (NF+2 — N) — (N1 — N) mit f = pr(g, h), alle Def. wie oben.

Es gilt:

1) alle arithmetischen Funktionen (totale Division, totale Subtraktion) sind in PR

2) alle Funktionen in PR sind total

4

(1)

(2)

(3) alle Funktionen in PR sind TM-berechenbar
(4) alle Funktionen in PR sind RM-berechenbar
()

5) Da alle Funktionen in PR total sind, existiert trivialerweise eine Funktion, die TM- bzw. RM-berechenbar,

aber nicht in PR ist

Wir zeigen nun, dafl es eine totale Funktion gibt, die offensichtlich TM/RM-berechenbar ist, aber nicht in PR.
ack : N> - N
m+1 falls n =10
ack(n,m) = ¢ ack(n — 1,1) falls n > 0,m =0

ack(n — 1, ack(n,m — 1)) sonst
Feststellung:

(1) Durch diese Gleichung ist ack eindeutig bestimmt und total.

(2) Wir definieren eine Schar von Funktionen B, (m) = ack(n, m)

Wir erhalten:

Bo(m)=m+1

Bi(m)=m+2

BQ (m) = 2m + 3,

B3(m) =2m+3 -3

Alle Funktionen B,, sind primitiv rekursiv.

By, +1 kann durch das Schema der PR aus B,, definiert werden.
Satz: ack ¢ PR

Beweis (Skizze):
Durch Induktion iiber die Anzahl der Anwendungen des Schemas der primitiven Rekursion kénnen wir zeigen:
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Zu jeder Funktion g € PR, g : N® — N existiert eine Konstante ¢ € N, sodas gilt: g(z1,...,2,) < ack(c,Y i, ;)
fur alle z1,...,z, € N.

Annahme: ack € PR. Dann ist A : N — N mit h(n) = ack(n,n) auch in PR.
Es existiert eine Zahl ¢ € N: ack(n,n) = h(n) < ack(c,n) fir alle n € N.
Mit n=c erhalten wir ack(c, c) = h(c) < ack(c,c)4

In anderen Worten: ack wichst schneller als alle Funktionen in PR:

70 T T T T T
ack(x,x)=h ——
BO -------
Bl -
B2
60 |- B3 —-——
50 - g
40 - 4
30 F g
20 | J
10 F P _ ]
o = e T o ) )
0 0.5 1 15 2 25 3
Fazit:

(1) Es existiert eine totale Funktion, TM-berechenbar /RM-berechenbar, die aber nicht in PR ist.

(2) ack ist offensichtlich durch Rekursion definierbar, also ist der Begriff der PR zu eng.

2.2.2 p-rekursive Funktionen

Jetzt betrachten wir auch partielle Funktionen, verwenden alle Funktionen aus PR (und alle Konstruktions-
prinzipien) und zuséitzlich eine weitere Konstruktion, die der u-Rekursion.

Beispiel: Rekursive Definition uwlam : N — N
fallsn <1
ulam(g(n)) sonst

(n) = n/2 falls n gerade
"~ |3n+1 sonst

ulam(n) =

23.5.2003

Feststellung: ¢ ist primitiv rekursiv.

Frage: Terminiert nlam fiir alle Argumente n € N?

Anwort: Unbekannt!

Vermutung: Antwort ist ja!

Falls nlam immer terminiert, gilt nlam(n)=1, d.h. nlam ist dann primitiv rekursiv.

Das Schema der p-Rekursion:
Gegeben f: NFt1 - N partiell

Wir definieren p(f) : N¥ — N durch u(f)(z1,...,2,) = min{y € N: f(z1,...,2,,y) = 0} falls
(*) Iy eN: f(x1,...,2%,n) =0AVz eN: 0z <y = f ist def.
fiir (x1,...,zk, 2) gilt.

Gilt (*) nicht, dann definieren wir p(f) ist fiir (xq,...,zx) nicht definiert.
Achtung: Auch wenn f total ist, kann u(f) partiell sein.
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Die Menge der p-rekursiven Funktionen MR definieren wir induktiv wie folgt:

(1) Alle primitiven rekursiven Funktionen sind in MR

(2) Funktionen, die durch Komposition oder das Schema der primitiven Rekursion aus Funktionen in MR
gebildet werden, sind in MR.

(3) Falls f € MR, dann u(f) € MR

Beispiel: p-rekursive Definition der partiellen Subtraktion:
. a—0b fallsa>b
a—b=
undef. sonst
Wir definieren
a — b = u(ho)(a,b) mit geeignetem hg : N3 — N
a—0b fallsa>b

Wir wihlen hg(a,b,y) = sub(b+ y,a) + sub(a,b+ y) wobei sub(a,b) = {
0 sonst

Fille sub(b+y, a)+sub(a, b+y) Félle

a>b 040=0 y=a—0>0
a>b >0 y<a—by+b<a
b<a >0 keine Nullstelle!

2.2.3 Allgemeine Bemerkungen zur Rekursion

In der Informatik existieren viele Spielarten von Rekursion zur Definition von Funktionen, Prozeduren, Me-
thoden, Datentypen, Mengen, formalen Sprachen usw. In der rekursiven Definition einer Funktion verwenden
wir Gleichungen der Form f(z) = E wobei f in E auftritt oder f(D) = E mit eingeschrénkten Ausdriicken D.
Beispiel:

ack(0,0) =1

ack(0,m + 1) = ack(0,m) + 1

ack(n +1,0) = ack(n, 1)

ack(n+1,m+ 1) = ack(n,ack(n + 1,m))

2.3 Aquivalenz der Berechenbarkeitsbegriffe

Wir haben vier Begriffe von Berechenbarkeit eingefithrt: Turingmaschinen, Registermaschinen, primitive re-
liursive FUnktionen und p-rekursiven Funktionen. PR ist schwécher als TM, RM, MR. Wir zeigen nun die
Aquivalenz von TM, RM, MR.

2.3.1 Aquivalenz von p-Berechenbarkeit und TM-Berechenbarkeit

Der Logiker Kurt Godel hatte eine Idee zur Darstellung von Zeichenfolgen durch Zahlen entwickelt — Gode-
lisierung (1933). Eine Godelisierung ist eine Abbildung f : A* — N wobei A eine endliche Menge von Zeichen
sei, mit folgenden Eigenschaften:

1) fist injektiv

2) fist berechenbar (TM-berechenbar)
3

4

(1)
(2)
(3) es ist berechenbar, ob eine Zahl n € N im Bildberech von f liegt (d.h. Jw € A* : f(w) =n)
(4)

es existiert ein Algorithmus, der zu jeder Zahl im Bildbereich das zugehorige Wort berechnet — . f ist
algorithmisch umkehrbar®.

Satz: TM = MR

Beweis:
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(1) feMR= feTM
Beweisidee: fiir jede Grundfunktion in MR (bzw. PR) kénnen wir eine TM angeben. Das Schema der
Komposition, der PR und der p-Rekursion konnen wir durch TM , nachbauen®.

(2) feTM= feMR

Konfigurationen von TM entsprechen Wortern aus A* (mit geeignetem A). Wir verwenden eine Godeli-
sierung: rep : A* — N (einfach zu konstruieren).

Es zeigt sich, da8 die Funktion g : N — N mit kg — k1 < g(rep(ko)) = rep(k1) primitiv rekursiv ist
(d.h. die Nachfolgerfunktion auf Konfigurationen entspricht einer primitiv rekursiven Funktion auf den
Darstellungen der Konfigurationen durch natiirliche Zahlen).

Ferner definieren wir eine primitiv rekursive Funktion » : N> — N durch
0 falls g"™(n) einer terminalen Konfiguration entspricht
h(n,m) = ) .
sons

Die Funktion it : N> — N sei spezifiziert durch

it(n,0) =n

it(n,m + 1) = it(g(n), m)

it beschreibt die Ausfiihrung von m Schritten der TM

Die Funktion tm : N — N sei definiert durch
tm(n) = it(n, p(h)(n))
—_————

Anzahl der Schritte der TM bis zur Terminierung fiir Eingabekonfiguration
dargestellt durch n (falls TM terminiert)

2.3.2 Aquivalenz RM/TM-Berechenbarkeit

Jede RM 148t sich in eine TM iibersetzen. Dazu brauchen wir eine Darstellung der Konfigurationen der Regis-
termaschine durch eine Turingmaschine:

(1) Die Registerinhalte werden auf dem TM-Band dargestellt (z.B. Strichzahlen)
(2) Aus RM-Programmen konstruieren wir den endlichen Automaten, der die TM steuert.
Zu einer gegebenen TM kann man eine RM konstruieren, die eine TM simuliert.

Idee: Konfigurationen der TM werden godelisiert und in den Registern dargestellt. DIe Fahrbewegungen und
Zustandsiibergénge der TM werden durch Programmschritte der RM simuliert.

2.3.3 Church’s These

Alonzo Church (1936): Jede intuitiv berechenbare Funktion ist p-rekursiv
30.5.2003

2.4 Entscheidbarkeit

Wir haben eine Reihe von Berechenbarkeitsbegriffen kennengelernt, die jeweils auf das gleiche Konzept von
,berechenbaren Funktionen* fithren (Church’sche These). Wir wenden uns nun der Frage zu, welche Funktionen
berechenbar / nicht berechenbar und welche Pridikate entscheidbar, d.h. durch Algorithmen eindeutig mit ja
/ nein beantwortbar sind.

2.4.1 Nichtberechenbare Funktionen

Jeder Formalismus zur Berechenbarkeit (Turing-Maschinen, Registermaschinen, p-Rekursionen) definiert Pro-
gramme / Algorithmen durch Wérter iiber einem Zeichensatz. D.h. in jedem Fall existiert eine formale Sprache
PRG C A* mit geeignetem Zeichensatz A*, s.d.g. jeder Algorithmus wird dargestellt durch ein Wort p € PRG.
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Fiir jede berechenbare Funktion f existiert ein p € PRG, das f berechnet.

Die Menge der Funktionen N® — N ist iiber-abz&hlbar! (Ergebnis der Mengenlehre)
N ist abzéhlbar. A* ist abzéhlbar (falls A endlich ist). PRG ist abzéhlbar.

Dies ergibt sofort: Es gibt viel mehr Funktionen N — N als Programme in PRG, d.h. fast jede Funktion
ist nicht berechenbar. Wir kénnen Programme durch Zahlen codieren, d.h. es existiert eine Godelisierung
code : PRG — N

Satz: Es existiert eine totale Funktion g : N — N, die nicht berechenbar ist.

Beweis: Wir spezifizieren g durch (fiir alle n € N):

o(n) = {fp(n) +1 falls 3p € PRG: code(p) = n und f, definiert fiir Arg.
o sonst

Dabei sei fiir p € PRG die Funktion f, : N — N, die durch p berechnete partielle Funktion.

Achtung: Die Spezifikation von g ist eindeutig und konsistent, da code eine injektive Funktion ist.
Annahme: g ist berechenbar!

Dann existiert ein Programm ¢ € PRG mit f; = g. Mit code(q) = m gilt: g(m) = fo(m) +1=g(m)+1 ¢

Bemerkung: ¢ ist zunéchst nur von theoretischen Interesse.

2.4.2 (Nicht)Entscheidbare Pridikate
Eine ja/nein-Frage entspricht logisch einem Prédikat. Ein Pradikat
p:M—B

kann auch als Funktion p’ : M — {0,1} C N aufgefait werden. Damit kénnen wir das Konzept der Berechen-
barkeit auf Priadikate iibertragen. Ein , berechenbares“ totales Priadikat heifit auch entscheidbar. Ein Pradikat
p: M — B heifit

(1) entscheidbar, wenn es einen Algorithmus gibt, der fiir jedes Argument m € M terminiert und korrekt 1
fiir p(m) = true und 0 fiir p(m) = false ausgibt.

(2) positiv semientscheidbar, wenn es einen Algorithmus gibt, der fiir jedes Argument m € M terminiert
und korrekt 1 ausgibt, falls p(m) = true, und falls p(m) = flase gilt entweder 0 ausgibt oder nicht
terminiert.

(3) negativ semientscheidbar, falls —p positiv semientscheidbar ist.
Beispiele:

(1) Entscheidbare Probleme

Gleichheit zweier Zahlen in Bindrdarstellung

Primzahleigenschaft

Zugehorigkeit eines Wortes zum Sprachschatz einer Chomsky-3-Grammatik

Existenz der Nullstelle eines Polynoms iiber den ganzen Zahlen

(2) positiv semientscheibare (aber nicht allgemein entscheidbare) Priidikate
e Terminierung einer gegebenen Turingmaschine fiir bestimmte Eingaben

e Zugehorigkeit eines Wortes zum Sprachschatz einer gegebenen Chomsky-0-Sprache

(3) Negativ semientscheidbar

e Gleichheit zweier durch primitive Rekursion gegebene Funktionen

(4) Unentscheidbare Probleme (weder positiv noch negativ semientscheidbar)

e Terminierung einer durch p-Rekursion beschriebenen Funktion fiir alle Eingaben
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Satz: Das Terminierungsproblem fiir u-rekursive ist nicht entscheidbar.

Beweis:

Sei u-PRG die Menge der Worter, die p-rekursive Programme darstellen
Widerspruchsannahme: Terminierungsproblem ist entscheidbar!

Dann exisitert ein p-rekursives Programm p € u-PRG, das eine Funktion f, berechnet s.d.g.:

fo(x) = {0 falls 3¢ € p-PRG : code(q) = x A fq fiir  nicht definiert
() =

undef sonst

0 falls f,(m) undef.

undef sonst

Wir erhalten fiir m = code(p): fp(m) = { 4

Widerspruch, da f,(m) entweder undefiniert ist (dann wére f,(m) = 04) oder f,(m) = 0 (dann wire f,(m)
undefiniert £).

2.4.3 Rekursive und rekursiv aufzihlbare Mengen

Wir betrachten jetzt eine Obermenge U, sowie Teilmengen M C U. Ein Pridikat auf U
p:U — B Charaktermistisches Pradikat zu M C U

ist dann gegeben durch

true fallsx e M
p(z) =
false falls x ¢ M

Eine Menge heifit rekursiv, wenn das charakteristische Pridikat entscheidbar ist.
Satz: Jede Chomsky-1-Sprache ist rekursiv.
Eine totale Abbildung e : N — U heifit Aufzihlung der Menge M, falls gilt:

M ={e(n):neN} = U {e(n)}

neN

M heifit rekursiv aufzihlbar, falls e berechenbar ist. Jede rekursiv aufzidhlbare Menge hat ein positiv
semientscheidbares charakteristisches Pradikat.

5.6.2003

Bemerkung: In einer Aufzéhlung einer Menge M = {e(0), e(1), e(2), ...} konnen Elemente beliebig oft vorkom-
men, aber jedes Element mufl mindestens einmal auftreten.

Beispiele:

(1) Die Menge der primitiv rekursiven Funktionen ist rekursiv aufzéhlbar, aber nicht rekursiv.

(2) Die Menge der Argumente, fiir die eine p-rekursive Funktion (TM, RM) terminiert, ist rekursiv aufzihl-
bar, aber nicht rekursiv.

Satz: Jede Chomsky-Sprache ist rekursiv aufzihlbar!

Beweis: Die Grammatik der Sprache definiert einen Baum von Ableitungen, aus dem wir ein Aufzihlverfahren
gewinnen.

Satz: Die Menge der Argumente einer berechenbaren Funktion f, fiir die f nicht definiert ist (der Algorithmus
nicht terminiert), ist i.A. nicht rekursiv aufzidhlbar.

Beweis: Folgt direkt aus dem Halteproblem.
Satz: Eine Menge S C T ist genau dann rekursiv, wenn S und 7*\S rekursiv aufzihlbar sind.

Beweis: Wir zdhlen S und T* S parallel auf. Irgendwann tritt jedes Element in einer der Aufzéhlungen auf.
Dann liegst fest, ob es in S oder in T*\S liegt. Dieses Verfahren terminiert fiir jedes Element aus T*.
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Kapitel 3

Komplexititstheorie

Jeder Algorithmus verbraucht bei der Ausfithrung gewisse Betriebsmittel und erfordert einen Berechnungsauf-
wand.

Fragen:

(1) Bei einem gegebenen Algorithmusbegriff (TM, RM, up-Rekursion) konnen wir nun fiir ein gegebenes
Problem (Beispiel: Multiplikation) fragen, welcher Algorithmus den geringsten Berechnungsaufwand hat.

(2) Wie héngt die Klassifizierung des Berechnungsaufwandes von der Wahl des Algorithmusbegriffs ab?

Wir werden die Aufwandsabschitzung fiir Algorithmen und Probleme an Turingmaschinen orientieren.

3.1 Komplexitatsmafle

Wir wihlen zwei einfache Mafizahlen fiir den Berechnungsaufwand eines Algorithmus:

e Anzahl der Berechnungsschritte (Zeitkomplexitit)

o Anzahl der benétigten (,,Hilfs-“) Speicherzellen (Bandkomplexitét)

3.1.1 Zeitkomplexitét

Wir betrachten k-Band-Turingmaschinen. Fiir jedes Band existiert ein Lese-Schreib-Kopf. Fiir ein gegebenes
Eingabewort (etwa auf Band 1) fiihrt die Turingmaschine eine endliche oder eine unendliche Anzahl von
Schritten aus. Terminiert die Turingmaschine fiir ein Wort w, so bezeichne b(w) die Anzahl der Schritte.

Gilt fir T : N — N fiir alle Worter w € Z* der Lange n = |w|: b(w) < T'(n) so heiit die Turingmaschine (der
Algorithmus) T'(n)-zeitbeschrénkt.

Achtung:

e Diese Definition schliefit nichtdeterministische Turingmaschinen mit ein. Dann miissen alle Berechnungen
fiir w durch T'(n) beschrinkt sein.

e Mehrband-Turingmaschinen vermeiden den Aufwand von Kopfbewegungen, um zwischen Argumenten
(Beispiel Addition) hin und her zu fahren und liefern “realistischere” Abschitzungen.

Die Definition von Zeitbeschrénktheit 148t sich von Algorithmen auf Probleme iibertragen: Ein Problem heifit
T'(n)-zeitbeschrinkt, wenn es einen Algorithmus gibt, der das Problem berechnet und T'(n)-zeitbeschrinkt ist
(nb: Problem entspricht immer der Aufgabe, eine Funktion/ein Prédikat zu berechnen).

Beispiel 1: Das Problem, zu entscheiden, ob ein Wort in der Sprache L = {a*cb* : k € N} ist, ist (n + 1)-
zeitbeschrinkt. Dafiir ist zu zeigen, daf ein Algorithmus (TM) existiert, der in n + 1 Schritten fiir ein Wort w
der Lange n entscheidet, ob w € L. Wir sagen, die Turingmaschine ist linear beschrinkt.
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Beispiel 2: Addition von Zahlen, dargestellt durch Bindrzahlen
Eine Turingmaschine fiir die Addition benétige logy(b+ a) +2 + 2 - log,(b) + 1 + 1 Schritte.
Sprechweise: Das Problem ist logarithmisch zeitbeschrénkt.

Annahme: Wir betrachten nur Probleme mit T'(n) > n + 1, d.h. wir betrachten nur Problemstellungen, bei
denen die gesamte Eingabe fiir den Algorithmus relevant ist.

6.6.2003

3.1.2 Bandkomplexitit

Bandkomplexitit bewertet den Speicheraufwand eines Algorithmus. Wir messen die Bandkomplexitéit wieder
durch Turingmaschinen iiber die Anzahl der im Laufe einer Berechnung beschriebenen Speicherzellen.
Wir betrachten Turingmaschinen mit folgender Charakteristik:

e cin Eingabeband, das nicht beschrieben wird und eine Ende-Markierung enthélt

e [ einseitig unendliche Béander

Fiir ein Eingabewort w € Z* verwendet die Turingmaschine b;(w) € N Speicherzellen auf ihren i-ten Band
(1 <i < n).Gilt fiir eine Abbildung S : N — N fiir alle Worter w mit n = |w|, fir alle 7, 1 <14 < k b;(w) < S(n),
so heifit die Turingmaschine S(n)-beschrinkt. Wir sagen: , Die Turingmaschine hat Bandkomplexitéit S(n)“.

Beispiele: Sprache L = {a"cb™ : n € N}
Wenn wir die Zahlen in Binérschreibweise notieren, dann bendétigen wir 1 4 logen Speicherzellen, um die a™
Zeichen zu zghlen. Wir erhalten einen logarithmisch bandbeschrénkten Algorithmus.

Definition: Ein Problem heifit S(n)-bandbeschrinkt, wenn es einen Algorithmus (eine Turingmaschine) gibt,
die das Problem 16st und S(n)-bandbeschrankt ist.

Wenn wir von Bandkomplexitit reden, meinen wir stets max{1, S(n)}

Wir sind bei der Abschiitzung von Band-/Zeitkomplexitéit in der Regel nicht an exakten Zahlen interessiert,
sondern an Groflenordnungen.

Dazu verwenden wir eine Abbildung g, f : N — N um das asymptotische Verhalten abzuschitzen. Wir sagen:
,Die Funktion g wichst mit der Ordnung ©(f(n))“, wenn gilt:

Je,d e N\{0},np e N:VneN,n>ng: f(n) <d-gn) <c- f(n)

Eine Turingmaschine hat Bandkomplexitit S(n), falls fiir jedes Wort w € Z* mit |z| = n alle Berechnungen
der Turingmaschine hochstens S(n) Speicherzellen pro Band verbrauchen.

3.1.3 Zeit- und Bandkomplexititsklassen

Eine Problemstellung (eine Aufgabe, eine Berechnunge, eine Funktion/Pridikat) heifit deterministisch T'(n)-
zeitbeschrinkt (bzw. deterministisch 7'(n)-bandbeschriinkt), wenn es eine deterministische Turingmaschine
gibt, die das Problem 18st und T'(n)-zeit(band)beschrinkt ist. Analog definiert: nicht deterministische T'(n)-
Zeit(Band)komplexitiit.

Abkiirzungen: DTIME(T'(n))  Klasse der Probleme, die deterministisch 7'(n)-zeitbeschrankt sind
NTIME(T(n))  Klasse der Probleme, die nichtdeterministisch 7'(n)-zeitbeschrénkt sind
DSPACE(T'(n)) Klasse der Probleme, die deterministisch T'(n)-bandbeschréinkt sind
NSPACE(T'(n)) Klasse der Probleme, die nichtdeterministisch 7'(n)-bandbeschrinkt sind

Wichtig: Hier brauchen wir uns nur fiir die Gréflenordnung (asymtotisches Verhalten) zu interessieren, wie
folgende Sitze zeigen:

Satz (Bandkompression):
Ist ein Problem S(n)-bandbeschrénkt, so ist fiir jede Konstante ¢ € R mit ¢ > 0 das Problem auch ¢ - S(n)-
bandbeschrankt.

Beweis:
Konstruiere Turingmaschine, die r Zeichen in ein Zeichen zusammenfaflt.
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Korollar:

Fiir alle ¢ € R mit ¢ > 0 gilt:
NSPACE(S(n)) = NSPACE(c- S(n))
DSPACE(S(n)) = DSPACE(c- S(n))
Satz (Reduktion der Bénderzahl):

Sei M eine S(n)-bandbeschréankte Turingmaschine mit k¥ Bandern. Wir kénnen eine Turingmaschine konstru-
ieren, die die k£ Béander auf einem Band simuliert.

Satz (linearer Speed-Up):

Wird ein Problem von einer T'(n)-zeitbeschréinkten k-Band-Turingmaschine gelést, so wird es fiir jede reelle

Zahl ¢ € R,¢ > 0 auch durch eine ¢ - T'(n)-zeitbeschrénkte k-Band-Turingmaschine gelost, falls k& > 1 :

T(n) _

inf
n—oo

oo

Korollar: Unter dieser Voraussetzung gilt:
DTIME(T(n)) = DTIME(c - T'(n))
NTIME(T(n)) = NTIME(c- T'(n))

Satz (nach Savitch):
Fiir jedes Akzeptanzproblem (erkennen, ob ein Wort in einer Sprache liegt) gilt: Ist A in NSPACE(S(n)), dann
gilt auch A ist in DSPACE(S(n)?).

Falls gilt (die Funktion S ist vollbandkostruierbar): Es existiert eine Turingmaschine, so daf gilt: Fiir alle Zahlen
n € N existiert ein Eingabewort w mit |w| = n, so daf die Turingmaschine tatsichlich S(n) Speicherzellen
benotigt.

3.1.4 Polynomiale und nichtdeterministisch polynomiale Zeitkomplexitét

Ein Problem heifit (bzgl. Zeitkomplexitit) polynomial deterministisch lésbar, wenn es in DTIME(n*) mit
k € N losbar ist. Analog definieren wir exponentielle Zeitkomplexitéit mit DTIME(2™). Besonders interessant
DTIME(2")\ Uren DTIME(n*)

Dies sind die Probleme, die fiir grofere n theoretisch, aber nicht praktisch berechenbar sind. Wir diskutieren

nun zwel Klassen:

P = | J DTIME(n*) NP = | NTIME(n*)
keN keN

Es gilt: NP C DTIME(2")
Frage: Gilt P = NP?

12.6.2003
Klarer ist diese Frage fiir die Band/Speicherkomplexitéit beantwortet:

Pspace = |_ DSPACE(n’) NPspace = | J NSPACE(n')
i>1 i>1

Nach Satz von Savich gilt NSPACE(n?) € DSPACE(n?!). Dies ergibt sofort Pspace = NPspacE-

Es gilt: NSPACE(logn) C P C NP C Pspacr

Dies ergibt eine Klassifizierung von Problemen in solche, die praktisch 16sbar sind, und solche, die auf Grund des
benotigten Aufwandes (exponentielle Zunahme des Aufwandes abhéngig von der Groe der Eingabe) praktisch
nicht mehr I6sbar sind.

3.1.5 Nichtdeterminismus in Algorithmen — Backtracking

Bisher hatten wir Nichtdeterminismus im wesentlichen in Turingmaschinen studiert. Nun betrachten wir Nicht-
determinismus auf der Ebene von Programmiersprachen.

Nichtdeterminismus liegt in einem System oder Algorithmus vor, wenn bei bestimmten Schritten Wahlmoglich-
keiten gegeben sind.
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Achtung: Wir betrachten hier keine Annahmen iiber Wahrscheinlichkeiten fiir die Wahl der Schritte.

Fiir funktionale Sprachen kénnen wir Nichtdeterminismus durch folgende Kostruktion einfithren: Wir be-
trachten fiir Ausdriicke £y und Es den nichtdeterministischen Ausdruck F; || F2 (Auswahlausdruck). Dieser
Ausdruck ergibt bei Auswertung den (einen) Wert von E; oder den (einen) Wert F.

Bemerkung: Diese Idee 1d8t sich auch auf Anweisungen iibertragen: S [| S2
Auch die Terminierung kann von der nichtdeterministischen Auswahl abhéngen. Wir betrachten im Folgenden
Algorithmen, bei denen die Terminierung gesichert ist.

Beispiel: Nichtdeterministische Erzeugung von Permutationen

{f(n) erzeugt (nichtdeterm.) eine Sequenz, die eine Permutation der Menge {1,...,n} ist}
fct f = (nat n) seq nat:
Tif n=0then ¢
else einf(f(n —1),n)
fi 3

{einf(s,n) fiigt nichtdeterministisch die Zahl n an einer beliebigen Stelle in s ein}
fct einf = (seq nat s, nat n) seq nat:
" if s =¢ then <n>
else <n>os | <first(s)> o einf(rest(s), n)
fi a

Behauptung: f(n) erzeugt nichtdeterministisch eine Permutation von {1,...,n}, wobei jede Permutation als
Ergebnis auftreten kann.

Beweis: Induktion iiber n € N
1. Fall: n =0= f(n) liefert ¢

2. Fall: Annahme: f(n — 1) liefert beliebige Permutation iiber {1,...,n — 1}. n wird in f(n — 1) an beliebiger
Stelle eingefiigt. Dies liefert eine Permutation von {1, ..., n}; Jede Permutation kann so erzeugt werden.

Bisher haben wir nur Beispiele betrachtet, wo jeder nichtdeterinistische Berechnungspfad zu einem Ergebnis
fithrt, das unseren Vorstellungen geniigt. Oft studieren wir nichtdeterministische Berechnungen (Beispiel Tu-
ringmaschine), wo gewisse Pfade nicht zu einem brauchbaren Ergebnis fithren. Dazu definieren wir einen neuen
Ausdruck failure der darstellt, dafl dieses Ergebnis nicht brauchbar ist.

Beispiel:

fct sqrt = (nat n, nat y) nat:
Tif yr>n then failure
elif y> <n < (y+1)? theny
else sqrt(n,2xy+1) [ sqrt(n,2x*y)
fi a

sqrt(n, 1) fir n > 0 liefert die natiirlichzahlige Wurzel, wenn wir vereinbaren, dafl nichtdeterministische Be-
rechnungen, die mit failure enden, nich akzeptiert werden. Eine nichtdeterministische Berechnung darf nur mit
failure enden, wenn alle Zweige im ,,Entscheidungsbaum* auf failure enden.

Beispiel: Erfiillbarkeit von aussagenlogischen Formeln

Wir betrachten eine logische Formel (boolescher Ausdruck), der genau z1,...,x, als freie Identifikatoren der
Sorte Bool enthélt. Der Ausdruck heift erfiillbar, wenn es Werte b1, ...,b, € B gibt, sodas fiir 1 = by, 22 =
ba,...,x, = b, der Ausdruck den Wert true liefert. Damit ist die Sequenz <bq, ..., b,> der Nachweis fiir die
Erfiillbarkeit.

Wir stellen den Ausdruck als Funktion dar:
fct ausdruck = (seq bool b) bool: ...
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Ein nichtdeterministischer Ausdruck fiir die Erfiillbarkeit:

fct erfiillbar = (seq bool s) bool:
T if |s| = n then
if ausdruck(s) then true
else failure
fi
else erfiillbar(s o <L>) [ erfiillbar(s o <O>)
fi 4
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