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Kapitel 1

Einführung und Überblick

1.1 Lineare Gleichungssysteme

Beispiel

In einer Produktionsanlage laufen zwei Produktionsprozesse P1 und P2, die jeweils
(beide) die Güter G1, G2 erzeugen. Pro Zeiteinheit werden in P1 zwei Einheiten G1

produziert und eine Einheit G2. Bei P2 treten −1 Einheiten G1 und eine Einheit
G2 auf. Man beachte, dass in P2 G1 verbraucht wird (entsorgt?).
Wie sind die Produnktionsprozesse zu �fahren�, wenn man genau eine Einheit G1

und fünf Einheiten G2 produzieren will?
Modellierung:

P1 P2 Bedarf
G1 2 −1 1
G2 1 1 5

Gleichungssystem:

2x1 − 1x2 = 1
1x1 + 1x2 = 5

(i) Wie kann man lineare Gleichunssysteme lösen?
→ Eliminationsverfahren von Gauß

(ii) Wie kann man die Menge aller Lösungen beschreiben?
→ Vektoren, Vektorräume, lineare Unabhängigkeit, Basis, Dimension
Geometrie: Basis, Dimension

(iii) Was passiert, wenn man Lösungen über verschiedene Zahlenbereiche betrach-
tet?
→ z.B. R,Q,Z, {0, 1}
Körper, R,Q (Ringe, Z, Gruppen)
Zahlentheorie: Z
Kombinatorik: {0, 1}

1



2 KAPITEL 1. EINFÜHRUNG UND ÜBERBLICK

Betrachte diese Frage für das Beispielgleichungssystem.{
2x1 − x2 = 1 (i)
x1 + x2 = 5 (ii){

2x1 − x2 = 1 (i)
−2x1 − 2x2 = −10 (−2)(ii) = (iii){
2x1 − x2 = 1 (i)
0x1 − 3x2 = −9 (i) + (iii) = (iv){

2x1 − x2 = 1 (i)
x2 = 3 (iv) : (−3)

Einsetzen in (i)

2x1 − 3 = 1
2x1 = 4x1 = 2

Warum darf man diese Operationen durchführen? Geht das für R/Q/Z?
→ In Z darf man i.a. nicht dividieren.
Frage: Wie kann man eine �optimale� Eliminationsreihenfolge finden? Und was
heißt optimal?
→ Numerik: �Strukturerkennung�, theoretische Informatik, konkrete Optimierung:
�Komplexität�
Geometrische Interpretation: Was für Mengen sind

L1 = {(x1, x2) : x1, x2 ∈ R ∧ 2x1 − x2 = 1}
L2 = {(x1, x2) : x1, x2 ∈ R ∧ x1 + x− 2 = 5}

Beachte:

2x− 1− x2 = 1 ⇔ x2 = −1 + 2x1

x1 + x2 = 5 ⇔ x2 = 5− x1

Wir können L1 und L2 als Graphen von linearen Abbildungen auffassen: x1 7→
−1 + 2x1; x1 7→ 5− x1.
Lösung: Schnitt L1 ∩ L2 der beiden zugehörigen Geraden.

(i), (ii)
Umformung−−−−−−−→

{
x1 = 2
x2 = 3

Beachte: Die Operationen verändern die Geraden, lassen aber die Lösungsmenge
invariant. Die Auflösung x1 = 2, x2 = 3 entspricht den Geraden parallel zu den
Achsen.
Diese Interpretation bezog sich auf die Zeilen des 2× 2 - Gleichunssystems.
Eine weitere fundamentale Interpretation bezieht sich auf die Spalten. Dann schrei-
ben wir das System in der Form(

2
1

)
x1 +

(
−1
1

)
x2 =

(
1
5

)
( 2

1 ) und
(−1

1

)
sind Vektoren des R2.
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Abbildung 1.1: Geometrische Interpretation eines Gleichungssystems

Definition

Sei n ∈ N. Dann sei Rn =



v1
v2
...
vn

 ; v1 ∈ R ∧ . . . ∧ vn ∈ R

. Die Elemente von Rn

werden als n-Vektoren (kurz Vektoren) bezeichnet. Die Einträge der Vektoren
heißen Komponenten.

Durch


u1

u2

...
un

+


v1
v2
...
vn

 :=


u1 + v1
u2 + v2

...
un + vn

 ist für alle Vektoren


u1

u2

...
un

 ,


v1
v2
...
vn

 ∈ R eine

Addition definiert. λ

v1...
vn

 :=

λv1...
λvn

 definiert für alle Vektoren

v1...
vn

 ∈ R, λ ∈ R

die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar.

Geometrische Interpretation

R1 Zahlengerade, R2 Ebene, R3 �Anschauungsraum�, analog Rn. Die Vektoren(
v1

...
vn

)
∈ Rn können als Punkte im Rn interpretiert werden, wenn man ihre Kom-

ponenten als kartesische Koordinaten auffasst (s. Abbildung 1.2).
Lösen des Gleichungssystems heißt jetzt: Finde Skalare x1, x2, so dass die Summe
des um den Faktor x1 verlängerten Vektors ( 2

1 ) und des um den Faktor x2 verlänger-
ten Vektors

(−1
1

)
gerade den Vektor ( 1

5 ) ergibt.
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−1)(1
(1

2)

4)=2(2
(1

2)

−1)(1
−3)=3(3

1)=(5 (1
2)+ −1)(1

1. Komponente

2. Komponente

1

1

2 3

Abbildung 1.2: Interpretation eines Gleichungssystems durch Vektoren

Beispiel:

2x1 + x2 + x3 = 4
x1 + x2 = 1

Geometrische Interpretation: s. Abbildung 1.3
Auflösung: {

2x1 + x2 + x3 = 4 (i)
x1 + x2 = 1 (ii){

2x1 + x2 + x3 = 4 (i)
−x2 + x3 = 2 (−2)(ii)− (i) = (iii){

2x1 + x2 + x3 = 4 (i)
x2 − x3 = −2 (−1)(iii) = (iv)

�Die� Lösung ist nicht eindeutig bestimmt, sondern eine Gerade im R3. Sie ist
durch die Gleichungen (i) und (iv) bestimmt - ebenso wie durch die ursprünglichen
Gleichungen (i) und (ii).
Nach der Umformung ist es aber einfach, eine �parametrische� Darstellung als
Funktion von R nach R3 anzugeben. Als Parameter wählen wir den Wert der letz-
ten Koordinate, nämlich x3 und setzen ihn gleich t.
Dann ist x3 = t, aus (iv) ergibt sich x2 = −2+t, und durch Einsetzen in (i) erhalten
wir x1 = 1

2 (4− x2 − x3) = 1
2 (4 + 2− t− t) = 1

2 (6− 2t) = 3− t. Der Lösungsraum

ist also gegeben als


3− t
t− 2
t

 : t ∈ R

 (Darstellung der Lösungsgeraden als �pa-

rametrische Kurve� im R3).

Natrürlich können wir diese Gerade auch in der Form

 3
−2
0

 +

−1
1
1

 t, t ∈ R

schreiben. Wir stellen den Lösungsraum dann dar mittels einer speziellen Lösung
und einer Geraden durch den Nullpunkt (s. Abbildung 1.4).

R → R3; t 7→

 3
−2
0

+

−1
1
1

 t Parametrisierung der Lösungsgeraden
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x1

x3

x21

1

1

Abbildung 1.3: Lösungsgerade, beschrieben durch zwei Ebenen

x1

x2

x3

1

1

1

(−1,1,1)

(3,−2,0)

Abbildung 1.4: Darstellung des Lösungsraum durch eine spezielle Lösung und eine
Gerade durch den Nullpunkt
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1

1

1. Komponente

2. Komponente

Abbildung 1.5: Interpretation eines Gleichungssystems mittels seiner Spalten

Interpretation des Gleichungssystems mittels seiner Spalten(
2
1

)
x1 +

(
1
1

)
x2 +

(
1
0

)
x3 =

(
4
1

)
Die Darstellung kann auch als Abbildung aufgefasst werden:x1

x2

x3

 7→
(

2
1

)
x1 +

(
1
1

)
x2 +

(
1
0

)
x3

Interpretiert man dieses Beispiel als Fabrikation, die sich als Kombination von drei
Produktionsprozessen ergibt, so beschreibt diese Abbildung die Paare von Quan-
titäten von zwei Gütern, die auf diese Weise erzeugt werden.
Das Gleichungssystem fragt dann nach dem Urbild von ( 4

1 ).
Frage: �Ökonomie�: Welche Möglichkeiten (�Lösungsgerade�), den Bedarf ( 4

1 ) zu
erfüllen, soll man nehmen?
Man benötigt zur Beantwortung dieser Frage eine �Bewertung� der verschiedenen
Lösungen (�Zielfunktion�) → math. Optimierung
Offenbar ist alles Wesentliche dieser Abbildung in der �Tabelle�(

2 1 1
1 1 0

)
zusammengefasst.

Definition:

Seien m,n ∈ N und für i = 1, . . . ,m und j = 1, . . . , n seien aij ∈ R. Dann heißt
a11 a12 a13 . . . a1,n−1 a1,n

a21 a22 a23 . . . a2,n−1 a2,n

...
...

...
...

...
am−1,1 am−1,2 am−1,3 . . . am−1,n−1 am−1,n

am1 am2 am3 . . . am,n−1 am,n

 = A

m × n - Matrix. Die Einträge aij heißen Komponenten (Koeffizienten, Ein-
träge, Elemente, . . . ) der Matrix. Die n - Tupel (ai1, ai2, . . . , ain), i = 1, . . . ,m

heißen Zeilen, die Vektoren

( a1j

...
amj

)
, j = 1, . . . , n heißen Spalten.
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Ist x =

x1

...
xn

, so ist Ax :=

a11x1 . . . a1nxn

...
...

am1x1 . . . amnxn

.

Beispiel:

(
2 1 1
1 1 0

)x1

x2

x3

 =
(

4
1

)

Bemerkung

Fasst man die Matrix A als Abbildung x 7→ Ax auf, so kann man (mit Hilfe der
entsprechenden Regeln für die Abbildungen) leicht Addition, Multiplikation und
andere Operationen auf Matrizen erklären. (später detaillierter)

1.2 Differenzengleichungen

Beispiel: Durchseuchung einer Population

Jeden Monat infizieren sich 10% des vormals gesunden Teils einer Bevölkerung, 20%
des vormals infizierten Teils wird geheilt. Erneute Infektion ist möglich, Geburten
und Todesfälle werden (zunächst) nicht berücksichtigt. Sei k0 die Anzahl der zu
Beginn der Untersuchung infizierten, g0 die der zu Beginn gesunden Personen. Für
i ∈ N bezeichnen ki, gi die entsprechenden Zahlen nach dem i-ten Monat. Dann gilt:

k1 = 0, 8k0 + 0, 1g0
g1 = 0, 2k0 + 0, 9g0

Mit A =
(

0, 8 0, 1
0, 2 0, 9

)
gilt

(
k1
g1

)
= A

(
k0
g0

)
. Analog gilt

(
ki

gi

)
= A

(
ki−1
gi−1

)
∀i ∈ N. Setzt

man diese Beziehung sukzessive ein, so folgt
(
ki

gi

)
= A ·A · . . . ·A︸ ︷︷ ︸

i Mal

(
k0
g0

)
. Man benutzt

oft die Abkürzung Ai.
Berechne z.B. A2:

k2 = 0, 8k1 + 0, 1g1 = 0, 8(0, 8k0 + 0, 1g0) + 0, 1(0, 2k0 + 0, 9g0) = 0, 66k0 + 0, 17g0

g2 analog:
g2 = 0, 34k0 + 0, 83g0

Wir erhalten also A2 =
(

0, 8 · 0, 8 + 0, 1 · 0, 2 0, 8 · 0, 1 + 0, 1 · 0, 9
0, 2 · 0, 8 + 0, 9 · 0, 2 0, 2 · 0, 1 + 0, 9 · 0, 9

)
.

Aus diesem Grunde werden wir später eine Matrizenmultiplikation wie folgt defi-
nieren: (

a11 a12

a21 a22

)
·
(
b11 b12
b21 b22

)
=
(
a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22
a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

)
Um die Durchseuchung der Bevölkerung nach i Monaten zu berechnen, muss Ai be-
stimmt werden. Berechnet man Ai direkt, so ist die Rechnung für großes i aufwändig
und (möglicherweise) �numerisch instabil�.
Frage: Kann man durch geeignete Koordinatentransformation A auf eine für die
Rechnung besonders einfache Gestalt bringen?
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Beispiel:

D =
(

1 0
0 0, 7

)
Di =

(
1i 0
0 (0, 7)i

)
Lineare Algebra: Normalformen, Eigenwerte, Eigenvektoren
Numerik: Effiziente, �stabile� Berechnung
In unserem Beispiel gibt es einen (nicht trivialen) Gleichgewichtszustand k0 =
1
3 , g0 = 2

3 .

k1 =
8
10
· 1
3

+
1
10
· 2
3

=
1
3

g1 =
2
10
· 1
3

+
9
10
· 2
3

=
2
3(

k1

g1

)
=
(

8
10

1
10

2
10

9
10

)
·
(
k0

g0

)
Interpretiert man die Prozentzahlen als Wahrscheinlichkeiten, so liegt hier ein spe-
zieller stoachstischer Prozess vor. Solche Prozesse werden in der Stochastik und der
stochastischen Optimierung untersucht (z.B. Warteschlangen, Internet).
Fazit: Die lineare Algebra bildet zusammen mit der Analysis Grundlage für die
gesamte Mathematik.



Kapitel 2

Das Eliminationsverfahren
von Gauß

2.1 Elementare Umformungen & Zeilenstufenform

Allgemeines lineares m × n - Gleichungssystem mit reellen Koeffizienten: m,n ∈
N, aij ∈ R (i = 1, . . . , n; j = 1, . . . ,m), bi ∈ R (i = 1, . . . ,m):

a11x1 + . . .+ a1nxn = b1

...
am1x1 + . . .+ amnxn = bm

In Summationsschreibweise:
n∑

j=1

a1jxj = b1

...
n∑

j=1

amjxj = bm

Kurzform:
n∑

j=1

aijxj = bi (i = 1, . . . ,m)

Matrixschreibweise:
Ax = b

mit:

• A . . . Koeffizientenmatrix

• b =

 b1
...
bm

 . . .�rechte Seite�

(A, b) =

a11 . . . a1n b1
...

...
...

...
am1 . . . amn bm

 �erweiterte Koeffizientenmatrix�

9
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Kurzform:
A = (aij)i=1,...,m

j=1,...,n
, b = (bi)i=1,...,m

Bezeichnung

Lös(A, b) Lösungsmenge (zulässiger Bereich)

Lös(A, b) := {x : x ∈ Rn ∧Ax = b}

Jedes Element von Lös(A, b) heißt Lösung. Ax = b heißt lösbar ⇔ Lös(A, b) 6= ∅.

Ziel

Forme das Gleichungssystem äquivalent um, so dass A Zeilenstufen- oder Treppen-
form erhält.

Definition

Sei A = (aij)i=1,...,m
j=1,...,n

. A heißt in Zeilenstufenform, wenn folgende Bedingungen

erfüllt sind:

(i) Es gibt ein r mit r ∈ N0 und 0 ≤ r ≤ m, so dass jede der ersten r Zeilen
ein von 0 verschiedenes Element enthält und alle Elemente der letzten m− r
Zeilen 0 sind.

(ii) Für i = 1, . . . , r sei ji := {min j : aij 6= 0}. Dann gilt j1 < j2 < . . . < jr
(Stufenbedingung).

Bemerkung

Der Fall r = 0 ist zugelassen; dieser entspricht der Nullmatrix A = 0.

Bezeichnung

Die Elemente a1j1 , . . . , arjr
heißen Pivotelemente.

Beispiele

(a) (
2 1 1
0 1 −1

)
r = 2, j1 = 1 < j2 = 2

(b) 0 1 0 2 7
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

m = 3, n = 5, r = 2, j1 = 2 < j2 = 4

2.1.1 Bemerkung

Durch Umordnung der Spalten, d.h. durch Permutation der Variablen des Glei-
chungssystems, kann man eine Matrix in Zeilenstufenform stets ein eine Gestalt
bringen, so dass j1 = 1, j2 = 2, . . . , jr = r gilt (kanonische Zeilenstufenform).
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2.2 Lösen von Gleichungssystemen in Zeilenstu-
fenform

Nach (2.1.1) können wir o.B.d.A. annehmen, dass die erweiterte Koeffizientenmatrix
(A, b) die Gestalt 

a11 a12 . . . . . . . . . . . . . a1n b1
0 a22 . . . . . . . . . . . . . a2n b2
... 0

. . .
...

...
...

... . . . arr . . . arn br
...

...
. . . 0

...
...

0 0 . . . 0 0 0 bm


(2.1)

hat mit aii 6= 0 für i = 1, . . . , r.

2.2.1 Satz

(A, b) sei in der Form von (2.1). Lös(A, b) 6= ∅ gilt genau dann, wenn br+1 = . . . =
bm = 0.

Beweis

⇒ Sei x∗ ∈ Lös(A, b) und i ∈ {r + 1, . . . ,m}. Dann erfüllt x∗ insbesondere die
i-te Gleichung, und es folgt bi = 0x∗1 + 0x∗2 + . . .+ 0x∗n = 0
⇐ Es gelte bi = 0 für i = r+1, . . . ,m. Wir fassen xr+1, . . . , xn als freie Variablen
auf und bestimmen dann x1, . . . , xr als Funktionen der Variablen xr+1, . . . , xn aus
den Gleichungen

ajjxj + . . .+ ajrxr + aj,r+1xr+1 + . . .+ ajnxn = bj

für j = r, r − 1, . . . , 1. Hierzu berechnen wir sukzessive x∗r−l für l = 0, . . . , r − 1:

x∗r−l :=
1

ar−l,r−l

br−l −
r∑

i=r−l+1

ar−l,jx
∗
j −

n∑
j=r+1

ar−l,jxj


Offenbar liefert jede Setzung von xr+1, . . . , xn eindeutige Werte x∗1, . . . , x

∗
r für die

anderen Variablen x1, . . . , xr. Man erhält so eine Lösung.

Bezeichnung

Die Abbildung Φ : Rn−r → Rn, definiert durch

Φ

xr+1

...
xn

 7→



x∗1
...
x∗r
xr+1

...
xn


heißt Parametrisierung von Lös(A, b).

Beachte

R0 := {0}, d.h. für r = n gibt es genau eine Lösung, falls Bedingung (2.2.1) erfüllt
ist.
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Beispiel

(A, b) =
(

1 3 2 1 2
0 1 0 1 1

)
Es ist m = 2, n = 4, r = 2. Es gilt

x∗2 = 1− x4

x∗1 = 2− 3x∗2 − 2x3 − x4

= 2− 3 + 3x4 − 2x3 − x4 = −1 + 2x4 − 2x3

Also Φ : R2 → R4

Φ
(
x3

x4

)
=


2x4 − 2x3 − 1

1− x4

x3

x4

 =


−1
1
0
0

+


−2
0
1
0

x3 +


2
−1
0
1

x4

2.3 Überführen eines Gleichungssystems in Zeilen-
stufenform

Bezeichnung

Die folgenden drei Operationen auf einer beliebigen erweiterten Koeffizientenmatrix
(A, b) heißt elementare Zeilenumformungen:

(I) Vertauschung von zwei Zeilen

(II) Multiplikation einer Zeile (d.h. jedes Elements der Zeile) mit einer reellen Zahl
λ mit λ 6= 0.

(III) Addition von zwei Zeilen (komponentenweise)

2.3.1 Satz

Die erweiterte Koeffizientenmatrix (Â, b̂) gehe aus (A, b) durch endlich viele elemen-
tare Zeilenumformungen hervor. Dann gilt Lös(Â, b̂) = Lös(A, b).

Beweis

Es reicht zu zeigen, dass jede einzelne der drei elementaren Umformungen die
Lösungsmenge unverändert lässt. Dann gilt das auch für eine beliebige - endli-
che - Kombination. (Zur Vereinfachung der Bezeichnungen: Ausgangssystem (A, b),
entstehendes (Â, b̂).)

(I) Da alle Bedingungen erfüllt sein müssen, ist die Aussage trivial.

(II)

n∑
j=1

aijxj = bi ⇔
λ6=0

λ

 n∑
j=1

aijxj

 = λbi

⇔
n∑

j=1

λaij︸︷︷︸
âij

xj = λbi︸︷︷︸
b̂i
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(III)

n∑
j=1

aijxj = bi ∧
n∑

j=1

akjxj = bk

⇒
n∑

j=1

aijxj = bi ∧
n∑

j=1

aijxj +
n∑

j=1

akjxj = bi + bk

⇒
n∑

j=1

aijxj = bi ∧
n∑

j=1

(aij + akj︸ ︷︷ ︸
ˆakj

)xj = bi + bk︸ ︷︷ ︸
b̂k

(II)⇒
n∑

j=1

(−aij)xj = −bi ∧
n∑

j=1

(aij + akj)xj = bi + bk

⇒
n∑

j=1

(−aij)xj = −bi ∧
n∑

j=1

((aij + akj)− aij)xj = (bi + bk)− bi

(II)⇒
n∑

j=1

aijxj = bi ∧
n∑

j=1

akjxj = bk

2.3.2 Satz

Jedes lineare Gleichungssystem kann durch elementare Zeilenumformungen in Zei-
lenstufenform gebracht werden.

Beweis

Wir geben einen entsprechenden Algorithmus an.
Ist A = 0, so gilt die Behauptung. Sei also im Folgenden A 6= 0.
Sei ji = min {j : j ∈ {1, . . . , n} ∧ ∃i : i ∈ {1, . . . ,m} ∧ aij 6= 0}. Durch Anwendung
von Operation (I) - falls erforderlich - bringt man A auf die Gestalt

0 . . . 0 â1j

...
...

... ∗
0 . . . 0 ˆamj


mit â1j 6= 0.
Für jedes i ∈ {2, . . . ,m} addieren wir das − âij

ˆa1j
- fache der ersten Zeile zur i-ten

Zeile (Operationen (II) und (III)). Dann erhalten wir ein System der Gestalt


0 . . . 0 â1j ∗ . . . ∗
...

... 0
...

...
... A2

0 . . . 0 0


Das Verfahren wird nun auf A2 fortgesetzt. Sukzessive folgt die Behauptung.
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Beispiel

A =

0 1 1 0 1
0 2 2 0 5
0 4 6 0 8

 (II),(III)−−−−−−→

0 1 1 0 1
0 0 0 0 3
0 0 2 0 4


(I)−−−−→

0 1 1 0 1
0 0 2 0 4
0 0 0 0 3


Eliminationsverfahren

• Bringe (A, b) mittels elementarer Zeilenoperationen auf Zeilenstufenform (Â, b̂).

• Löse dann das System Âx = b̂.

Fragen

(1) Wie unterscheiden sich verschiedene Parametrisierungen von Lös(A, b)?

Φ : Rn−r → Lös(A, b) ⊆ Rn

(2) Welche �Struktur� hat die Lösungsmenge?

Bemerkungen zu (1)

(1) r ist nicht Eigenschaft des Eliminationsverfahrens, sondern der Matrix. (r
. . . Zeilenrang von A)

(2) Φ ist bijektiv

2.3.3 Bemerkung

Sei (A, b) die erweiterte Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems. Dann
kann (A, b) durch elementare Zeilenumformungen auf eine Gestalt gebracht werden,
so dass alle Pivotelemente 1 sind und in den Spalten der Pivotelemente, bis auf die
Pivotelemente selbst, nur Nullen stehen.

Bemerkung

Die zugehörige kanonische Zeilenstufenform hat die Gestalt
1 . . . 0
...

. . .
... ∗

0 . . . 1
0 0


Beispiel (

2 1 1 4
1 1 0 1

)
→
(

2 1 1 4
0 1

2 − 1
2 −1

)
→
(

2 1 1 4
0 1 −1 −2

)
→
(

2 0 2 6
0 1 −1 −2

)
→
(

1 0 1 3
0 1 −1 −2

)



2.4. PRAKTISCHE ASPEKTE DES ELIMINATIONSVERFAHRENS 15

In dieser Form kann man die Lösungen direkt ablesen:

x1 = 3− x3

x2 = x3 − 2
x3 frei

2.4 Praktische Aspekte des Eliminationsverfahrens

2.4.1 Bemerkung

Ein lineares Gleichungssystem kann mittels O(n2m) Rechenoperationen gelöst wer-
den.
Beachte: O(n2m) asymptotisch, d.h. für m,n→∞ wächst der Rechenaufwand wie
const ·m · n2.
Im Folgenden beschäftigen wir uns exemplarisch mit dem Effekt von Rundungsfeh-
lern. (Hierzu gibt es umfangreiche Theorien in der Numerik.)

Beispiel

A =
(

1 1
1 1 + 10−k

)
für ein festes k ∈ N

Zeilenstufenform:

Â =
(

1 1
0 10−k

)
Man sieht, dass Â �fast� (aber nur fast) eine Nullzeile besitzt. Bei exakter Rech-
nung hat das Gleichungssystem Ax = b für jeden passenden Vektor b ∈ R2 eine
eindeutige Lösung. Bei Rundung auf weniger als k Nachkommastellen gibt es (nach
(2.2.1)) rechte Seiten, so dass Lös(A, b) = ∅ ist - z.B. b =

(
0
1

)
-, aber auch andere,

für die Lös(A, b) eine Gerade ist - z.B. b =
(
0
0

)
.

Selbst bei exakter Rechnung hängt die Lösung sehr sensitiv von der rechten Sei-
te ab; für b =

(
2
2

)
hat man die Lösung

(
x1
x2

)
=
(
2
0

)
, für b =

(
2

2+10−k

)
die Lösung(

x1
x2

)
=
(
1
1

)
. Eine Änderung in der k-ten Stelle führt also zu Änderungen in der ers-

ten Vorkommastelle (�A ist schlecht konditioniert�).
Warum ist das so?

1

1

1. Komponente

2. Komponente

Abbildung 2.1: �fast gleiche
Spalten�

(
2
2

)
wird gebildet als 2 ·

(
1
1

)
+ 0 ·

(
1

1+10−k

)(
2

2+10−k

)
= 1 ·

(
1
1

)
+ 1 ·

(
1

1+10−k

)
Diese Probleme liegen offenbar an der Koeffizi-
entenmatrix A. Selbst, wenn A �gut konditio-
niert� ist, kann das Eliminationsverfahren durch
�Fehlerfortpflanzung� in große numerische Pro-
bleme laufen.

Beispiel

A =
(

10−k 1
1 1

)
, b =

(
1
2

)
(10−k Pivotelement)

Mit a11 als erstem Pivotelement ergibt sich(
10−k 1 1

0 1− 10k 2− 10k

)
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also

x2 =
2− 10k

1− 10k
= 1− 1

10k − 1
Wir benutzen die Gleitkommadarstellung mit k − 1 Stellen Genauigkeit, d.h. die
Zahlen werden gerundet dargestellt mit einer Vorkomma- und k − 2 Nachkommas-
tellen sowie der passenden Zehnerpotenz. Dann sind

10−k → 1 · 10−k

1− 10k = −99 . . . 9︸ ︷︷ ︸
k

→ −1 · 10k

2− 10k = −99 . . . 9︸ ︷︷ ︸
k−1

8 → −1 · 10k

Die zweite Gleichung ist dann

−1 · 10kx2 = −1 · 10k

und man erhält x2 = 1.
Verglichen mit dem exakten Wert: kein wesentlicher Rundungsfehler. Aber: Einset-
zen zur Bestimmung von x1:

• ohne Rundung:

10−kx1 + (1− 1
10k − 1

) = 1, also

x1 =
10k

10k − 1
= 1 +

1
10k − 1

≈ 1

• mit Rundung:
10−kx1 + 1 = 1, also x1 = 0

Die Rechnung ist also �instabil�.

1

1

1. Komponente

2. Komponente

Abbildung 2.2: Spalten von A
�gutartig�

Fragen

(i) Welche Pivotwahl ist bezüglich Anfälligkeit für Run-
dungsfehler geeignet?
(Eine Möglichkeit: Wähle jeweils den größten zur
Verfügung stehenden Eintrag: �vollständige Pivot-
wahl�. Problem: aufwändig)

(ii) Welche Abschätzungen gelten für die Fehlerfortpflan-
zung?

(iii) Gibt es numerisch bessere Verfahren zur Lösung li-
nearer Gleichungssysteme?

(iv) Kan man auch Ungleichungen berücksichtigen?

➥ Numerik: Rundungsfehler, iterative Verfahren

➥ Geometrie: Polyeder

➥ Lineare Optimierung: Algorithmen



Kapitel 3

Grundbegriffe der Algebra

Wir betrachten Strukturen im Zusammenhang mit folgenden (und weiteren) Fragen:

(1) Welche Eigenschaften müssen Zahlensysteme haben, damit über ihnen das
Eliminationsverfahren funktioniert?

(2) Welche Struktur haben Lösungsmengen von linearen Gleichungssystemen?

3.1 Gruppen

Im Folgenden betrachten wir (nichtleere) Mengen G zusammen mit einer Ver-
knüpfung ∗ : G×G→ G. Oft: g1 ∗ g2 statt ∗(g1, g2).

Beispiele

(a) (G, ∗) = (R,+), (R \ {0} , ·), (Z,+), (Z \ {0} , ·)

(b) G = {0, 1}, ∗ gemäß Tabelle:
∗ 0 1
0 0 1
1 1 0

(Addition modulo 2, (Z2,+))

(c) p ∈ N, p Primzahl; G = {1, . . . , p− 1}
g1 ∗ g2 := min {r; r ∈ N0 ∧ ∃b : b ∈ N0 ∧ g1 · g2 = pb+ r} für g1, g2 ∈ G
g1 ∗ g2 . . . Rest bei Teilung von g1 · g2 durch p (Multiplikation modulo p):
(Zp \ {0} , ·)
Beachte: Ist p keine Primzahl, so liegt g1 ∗ g2 i.a. nicht in G.

(d) G = N, g1 ∗ g2 = gg2
1

(e) Sei X eine (nichtleere) Menge. G = Abb(X,X) := {f ; f : X → X} , f ∗ g :=
f ◦ g

Definition

Sei (G, ∗) eine Menge mit einer Verknüpfung. (G, ∗) heißt Gruppe, wenn gilt:

(G1)
∃e : e ∈ G ∧ (g ∈ G⇒ e ∗ g = g)

(Existenz (mindestens) eines (links-)neutralen Elements)

17
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(G2) Es existiert ein (links-)neutrales Element e mit folgender Eigenschaft:

g ∈ G⇒ ∃ĝ : ĝ ∈ G ∧ ĝ ∗ g = e

(Existenz (links-)inverser Elemente)

(G3)
g1, g2, g3 ∈ G⇒ (g1 ∗ g2) ∗ g3 = g1 ∗ (g2 ∗ g3)

(Assoziativgesetz)

Definition

Sei (G, ∗) eine Gruppe. Zwei Elemente g1, g2 ∈ G kommutieren, wenn g1 ∗ g2 =
g2 ∗ g1.
(G, ∗) heißt kommutativ (oder abelsch), wenn je zwei Elemente von G kommutie-
ren, d.h.

g1, g2 ∈ G⇒ g1 ∗ g2 = g2 ∗ g1 (Kommutativgesetz)

Beispiele

(a) (R,+), (R \ {0} , ·), (Z,+) sind kommutative Gruppen.
(Z \ {0} , ·): 1 ist einziges neutrales Element, zu 2 gibt es aber kein Inverses.
Assoziativ- und Kommutativgesetz gelten.

(b) (Z2,+): 0 ist neutrales Element, 0 ist invers zu 0 und 1 ist invers zu 1. Fer-
ner gelten Kommutativ- und Assoziativgesetz, wie aus der Tabelle ersichtlich
wird:
g1 g2 g3 g1 ∗ g2 g2 ∗ g1 (g1 ∗ g2) ∗ g3 g2 ∗ g3 g1 ∗ (g2 ∗ g3)
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 1 1
0 1 0 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 0 0 0
1 0 0 1 1 1 0 1
1 0 1 1 1 0 1 0
1 1 0 0 0 0 1 0
1 1 1 0 0 1 0 1

(c) (Zp \ {0} , ·): 1 ist neutrales Element, Assoziativ- und Kommutativgesetze
gelten. Der Beweis der Existenz inverser Elemente erfordert elementare Vor-
aussetzungen der Zahlentheorie.
Sei g ∈ {1, . . . , p− 1} =: G
Es reicht zu zeigen, dass die Abbildung ϕg : G→ G, definiert durch ϕg(a) =
a · g surjektiv ist. Da G endlich ist, reicht es zu zeigen, dass ϕg injektiv ist.
Seien a1, a2 ∈ G und ϕg(a1) = ϕg(a2) =: r. Nach Definition gibt es q1, q2 ∈ N0

mit a1g = q1p+ r und a2g = q2p+ r.
Es folgt (a1−a2)g = (q1−q2)p. Somit teilt das Produkt (a1−a2)g, also a1−a2

oder g. Wegen |a1 − a2| < p und 1 ≤ g < p folgt a1 − a2 = 0.
Wir haben also gezeigt: ϕg(a1) = ϕg(a2) ⇒ a1 = a2, d.h. ϕg ist injektiv.
Folglich ist (Zp \ {0} , ·) eine kommutative Gruppe.

(d) g1, g2 ∈ N, g1 ∗ g2 = gg2
1

Annahme: e ∈ N neutral. Dann gilt insbesondere e2 = 2. Wegen 12 = 1 und
e2 > 2 für e ∈ N \ {1} Widerspruch.
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(e) (Abb(X,X), ◦): id := idx : X → X, id(x) := x ist neutrales Element.
Inverses Element: Sei f ∈ Abb(X,X). Gesucht: f̂ ∈ Abb(X,X) mit f̂ ◦f = id.
Ist f nicht injektiv, so kann f̂ nicht existieren.
Wegen (f ◦ g) ◦ h(x) = (f ◦ g)(h(x)) = f(g(h(x))) und f ◦ (g ◦ h)(x) =
f((g ◦ h)(x)) = f(g(h(x))) gilt das Assoziativgesetz.
Kommutativ ist ◦ i.a. nicht.
Spezialfall: S(X) := {f ; f ∈ Abb(X,X) ∧ f bijektiv}. Sei f ∈ S(X). Definie-
re f̂ : X → X durch f(x) 7→ x (wohldefiniert). Es gilt f̂ ◦ f = id. Also ist
(S(X), ◦) eine Gruppe: die symmetrische Gruppe auf X.
Ist speziell X endlich, so ist (S(X), ◦) die Gruppe der Permutationen auf
X.

Wir ziehen nun Folgerungen aus den Gruppenaxiomen.

3.1.1 Lemma

Seien (G, ∗) eine Gruppe, e ein (links-)neutrales Element, für das zu jedem Element
aus G ein (links-)inverses Element existiert.
Sind g, ĝ ∈ G mit ĝ ∗ g = e, so gilt g ∗ ĝ = e.

Beweis

Sei ˆ̂g ein (links-)inverses Element zu ĝ. Dann gilt

e = ˆ̂g ∗ ĝ = ˆ̂g ∗ (e ∗ ĝ) = ˆ̂g ∗ ((ĝ ∗ g) ∗ ĝ)

= (ˆ̂g ∗ ĝ) ∗ (g ∗ ĝ) = e ∗ (g ∗ ĝ) = g ∗ ĝ

3.1.2 Lemma

Es gelten die Voraussetzungen von (3.1.1).
Ist g ∈ G, so gilt g ∗ e = g.

Beweis

Sei ĝ ∈ G mit ĝ ∗ g = e. Nach (3.1.1) gilt g ∗ ĝ = e, und es folgt

g ∗ e = g ∗ (ĝ ∗ g) = (g ∗ ĝ) ∗ g = e ∗ g = g

3.1.3 Lemma

Es gelten die Voraussetzungen von (3.1.1).

(i) g1, g2, x ∈ G ∧ x ∗ g1 = x ∗ g2 ⇒ g1 = g2 (Linkskürzungsregel)

(ii) g1, g2, x ∈ G ∧ g1 ∗ x = g2 ∗ x⇒ g1 = g2 (Rechtskürzungsregel)

Beweise

Sei x̂ ∈ G (links-)invers zu x. Dann gilt

x ∗ g1 = x ∗ g2 ⇒ x̂ ∗ (x ∗ g1) = x̂ ∗ (x ∗ g2)
⇒ (x̂ ∗ x) ∗ g1 = (x̂ ∗ x) ∗ g2 ⇒ e ∗ g1 = e ∗ g2
⇒ g1 = g2
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Mit Hilfe von (3.1.1) folgt analog

g1 ∗ x = g2 ∗ x⇒ g1 ∗ (x ∗ x̂) = g2 ∗ (x ∗ x̂) ⇒ g1 = g2

3.1.4 Satz

Sei (G, ∗) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es existiert jeweils genau ein Element e ∈ G bzw. ē ∈ G mit g ∈ G⇒ e∗g = g
bzw. g ∈ G⇒ g ∗ ē = g und es gilt e = ē. (e heißt das neutrale Element.)

(ii) Zu jedem g ∈ G existiert jeweils genau ein ĝ ∈ G bzw. ḡ ∈ G mit ĝ ∗ g = e
bzw. g ∗ ḡ = e und es gilt ĝ = ḡ. (ĝ ist das zu g inverse Element.)

Beweis

(i) Seien e1, e2 ∈ G mit e1 ∗ g = e2 ∗ g = g für alle g. Aus (3.1.3(ii)) folgt e1 = e2;
wer nennen dieses das eindeutig bestimmte (links-)neutrale Element zu e.
Nach (3.1.2) gilt g ∗ e = g für alle g, und nach (3.1.3(i)) gibt es nur ein solches
Element.

(ii) Analog zu (i), unter Verwendung von (3.1.1) statt (3.1.2).

Bezeichnungen

Oft wird das Zeichen �∗� für die Gruppenoperation einfacher als �·� geschrieben
oder weggelassen. Das neutrale Element wird dann mit �1� bezeichnet (Einsele-
ment), das zu einem g gehörige Inverse mit g−1.
Ist (G, ∗) kommutativ, so wird statt �∗� oft auch �+� geschrieben, �0� bezeichnet
das neutrale Element (Nullelement) und −g das zu g Inverse.

3.1.5 Lemma

Sei (G, ·) eine Gruppe, g ∈ G. Dann gilt (g−1)−1 = g.

Beweis

gg−1 = e = (g−1)−1g−1

Mit (3.1.3) folgt die Behauptung.

3.1.6 Lemma

Seien (G, ·) eine Gruppe, k ∈ N und g1, . . . , gk ∈ G. Dann haben alle Produkte,
die mit g1, . . . , gk in dieser Reihenfolge, aber mit beliebiger Klammerung gebildet
werden können, den gleichen Wert. Bezeichnung: g1 · g2 · . . . · gk.

3.1.7 Lemma

Seien (G, ·) eine Gruppe, k ∈ N und g1, . . . , gk ∈ G. Dann gilt (g1 · . . . · gk)−1 =
g−1

k · . . . · g−1
1 .

Beweis

Mit Hilfe von (3.1.6) folgt die Behauptung wegen (g−1
k · . . . · g−1

1 )(g1 · . . . · gk) =
(g−1

k · . . . · g−1
2 )(g−1

1 g1)(g2 · . . . · gk) = e aus (3.1.4).
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Bezeichnung

Seien (G, ·) eine Gruppe, k ∈ N und g ∈ G. Dann sei gk := (g · . . . · g︸ ︷︷ ︸
k Mal

). (�wohldefi-

niert� wegen (3.1.6)).

Bemerkung

Nach (3.1.7) gilt (gk)−1 = (g−1)k.

Bezeichnung

Seien (G, ·) eine Gruppe, k ∈ N und g ∈ G. Dann sei g−k := (g−1)k. Ferner sei
g0 := e.

3.1.8 Lemma

Seien (G, ·) eine Gruppe, k, l ∈ Z und g ∈ G. Dann gilt:

(i) gk · gl = gk+l

(ii) (gk)l = gkl

Definition

Seien (G, ·) eine Gruppe und U ⊆ G. Ist (U, ·) eine Gruppe (mit der selben Ver-
knüpfung wie in G), so heißt (U, ·) Untergruppe von (G, ·).

3.1.9 Lemma

Seien (G, ·) eine Gruppe und U ⊂ G. Dann ist (U, ·) eine Untergruppe von (G, ·),
falls gilt:

(i) U 6= ∅

(ii) u, v ∈ U ⇒ uv ∈ U

(iii) u ∈ U ⇒ u−1 ∈ U

Beweis

trivial

Definition

Seien (G, ·), (H, ∗) Gruppen, ϕ : G→ H eine Abbildung und es gelte

g1, g2 ∈ G⇒ ϕ(g1 · g2) = ϕ(g1) ∗ ϕ(g2)

Dann heißt ϕ (Gruppen-)Homomorphismus. Ist ϕ ein Homomorphismus und ist
ϕ bijektiv, so heißt ϕ (Gruppen-)Isomorphismus.

Beispiel

(Z,+) ist Untergruppe von (R,+). Die Abbildung ϕ : Z → R;x 7→ x ist ein Homo-
morphismus (aber kein Isomorphismus).
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Bemerkung

Gruppen und Gruppenhomomorphismen werden detailliert in der Gruppentheorie
studiert. Im Sinne der Gruppentheorie sind isomorphe Gruppen nicht unterscheid-
bar, so dass man nach geeigneten �Darstellungen� (d.h. isomorphen Bildern) su-
chen kann.

3.2 Ringe und Körper

(R,+) und (R \ {0} , ·) sind Gruppen; beide Operationen treten in Gleichungssy-
temen auf. Wir betrachten im Folgenden daher Mengen R mit zwei Operationen;
wir bezeichnen sie mit �+� und �·� und nennen sie �Addition� und �Multipli-
kation� (obwohl sie mit den gleichnamigen Operationen auf R i.a. nichts zu tun
haben).

Definition

Sei R eine Menge mit zwei Operationen

+ : R×R→ R · : R×R→ R

(R,+, ·) heißt Ring, falls folgende Eigenschaften erfüllt sind:

(R1) (R,+) ist eine kommutative Gruppe

(R2) · erfüllt das Assoziativgesetz

(R3) Es gelten die Distributivgesetze

a, b, c ∈ R⇒ a · (b+ c) = a · b+ a · c
a, b, c ∈ R⇒ (a+ b) · c = a · c+ b · c

Sei (R,+, ·) ein Ring. Ein Element 1 ∈ R heißt Einselement, wenn gilt

a ∈ R⇒ 1 · a = a · 1 = a

(R,+, ·) heißt kommutativ, wenn in (R, ·) das Kommutativgesetz gilt.

Beispiel

(Z,+, ·)

3.2.1 Lemma

Seien (R,+, ·) ein Ring und 0 das neutrale Element der Addition. Dann gilt für alle
a ∈ R :

0 · a = a · 0 = 0

Beweis

0 · a = (0 + 0)a = 0a+ 0a⇒ 0 = 0a+ (−0a) = 0a+ 0a+ (−0a) = 0a+ 0 = 0a

Analog folgt a · 0 = 0.
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Beispiel

Sei R = Abb([0, 1],R) := {f ; f : [0, 1] → R}. Definiere + : R×R→ R, · : R×R→ R
durch (f + g)(x) := f(x) + g(x), (f · g)(x) = f(x) · g(x). Ferner sei h ∈ R mit
h(x) = 1∀x ∈ [0, 1]. Dann gilt für jedes f ∈ R:

(fh)(x) = f(x)h(x) = f(x) = h(x)f(x) = (hf)(x)

(R,+, ·) ist kommutativer Ring mit Einselement.

Definition

Sei (R,+, ·) ein Ring. (R,+, ·) heißt nullteilerfrei, wenn gilt

a, b ∈ R ∧ ab = 0 ⇒ a = 0 ∨ b = 0

Beispiele

(a) Der oben definierte Ring (Abb([0, 1],R),+, ·) ist nicht nullteilerfrei. f, g ∈
R, f, g 6= 0 (f, g sind nicht die Nullfunktion), aber fg = 0 (Nullfunktion), z.B.

f =

{
0 für 0 ≤ x ≤ 1

2

1 sonst

g =

{
1 für 1

2 < x ≤ 1
1 sonst

(b) (Z,+, ·) ist nullteilerfrei.

Bemerkung

Ist (R,+, ·) ein nullteilerfreier Ring, so ist die Multiplikation eine assoziative Ver-
knüpfung auf R \ {0}.

Beispiel

Sei 2Z := {2z; z ∈ Z} , (2Z,+, ·) ist ein nullteilerfreier kommutativer Ring. Er enthält
kein Einselement und zu keinem Element ein multiplikatives Inverses.
(R,+, ·) ist ein nullteilerfreier, kommutativer Ring mit Einselement. (R \ {0} , ·) ist
eine Gruppe.

Definition

Sei K eine Menge mit zwei Operationen +, ·. (K,+, ·) heißt Körper, wenn die
folgenden Eigenschaften erfüllt sind:

(K1) (K,+) ist eine kommutative Gruppe

(K2) (K \ {0} , ·) ist eine kommutative Gruppe

(K3) Es gilt das Distributivgesetz:

a, b, c,∈ K ⇒ a(b+ c) = ab+ ac

Bezeichnung

K∗ := K \ {0}
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Bemerkungen

(a) (K2) schließt die Bedingung · : K∗×K∗ → K∗, d.h. die Nullteilerfreiheit, ein.

(b) Wegen der Kommutativität von (K∗, ·) gilt auch das �zweite� Distributivge-
setz.

(c) Ist (K,+, ·) ein Körper, so ist (K,+, ·) ein Ring. (Warum?) (Aus (K2) folgt
(R2) nur für Elemente aus K∗!)

3.2.2 Lemma

Sei (K,+, ·) ein Körper. Dann gilt:

(i) 0 6= 1

(ii) a, b ∈ K ⇒ a(−b) = −(ab)

(iii) a, b ∈ K ⇒ (−a)(−b) = ab

(iv) a, b, x ∈ K ∧ ax = bx ∧ x 6= 0 ⇒ a = b

Beweis

(i) 0 /∈ K∗, 1 ∈ K∗

(ii) ab+ a(−b) = a(b− b) = a · 0 (3.2.1)
= 0

(3.1.4)⇒ a(−b) = −(ab)

(iii) (−a)(−b) (ii)
= −((−a)b) (ii)

= −(−ab) (3.1.5)
= ab

(iv) Die Kürzungsregeln (3.1.3) gelten in K∗. Also folgt die Behauptung für a, b 6=
0. Gilt a = 0, so folgt aus (3.2.1), dass ax = 0, also wegen ax = bx auch bx = 0.
Wegen x 6= 0 folgt aus der Nullteilerfreiheit b = 0, also a = b. Vertauschung
der Rollen von a und b in diesem Argument liefert die Behauptung.

Beispiele

(a) (R,+, ·), (Q,+, ·) sind Körper, (Z,+, ·) ist keiner. (C,+, ·) ist ein Körper.

(b) (Z2,+, ·) ist Körper; wegen (3.2.2(ii)) gibt es keinen mit weniger Elementen.
+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

(c) (Z2,+, ·) ist Spezialfall von (Zp,+, ·) für eine Primzahl p. Dass (Z∗p,+, ·) eine
kommutative Gruppe ist, haben wir bereits im Abschnitt über Gruppen (Seite
17ff) nachgewiesen. Addition modulo p macht (Zp,+) zu einer kommutativen
Gruppe. Ferner gilt das Distributivgesetz.

Bemerkung

Sei (K,+, ·) ein Körper. Wegen (K2) kann die Multiplikation nicht aus K∗ hin-
ausführen. Wie (b) und (c) zeigen, kann das bezüglich der Addition passieren, denn

Z∗2 : 1 ∈ Z∗2, 0 /∈ Z∗2, aber 1 + 1 = 0
Z∗p : 1 ∈ Z∗p, 0 /∈ Z∗p, 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸

p Mal

= 0
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Beachte, dass p /∈ {1, . . . , p− 1}; tatsächlich liegt p in der selben Äquivalenzklasse
(genannt Restklasse) wie 0. Schreibweise: p = 0 (mod p). p ·1 = 0 steht also nicht
im Widerspruch zur Nullteilerfreiheit.
In Z kann das nicht passieren.

Definition

Sei (R,+, ·) ein Ring mit Einselement.

char(R,+, ·) :=

{
0 falls n ∈ N ⇒ n · 1 6= 0
min {n : n ∈ N;n · 1 = 0} sonst

heißt Charakteristik von (R,+, ·).

Bezeichnung

Wenn für Gruppen, Ringe oder Körper klar ist, welche Verknüpfungen gemeint sind,
so lässt man diese meistens weg und schreibt nur G,R,K. Insbesondere wird dann
auch char(R) geschrieben.

Beispiel

char(Z) = 0
char(Zp) = p

3.2.3 Lemma

Sei K ein Körper. Dann ist char(K) eine Primzahl, oder es gilt char(K) = 0.

Beweis

Sei char(K) = m ·n 6= 0. Dann gilt 0 = (m ·n) ·1 = (m ·1)(n ·1), m ·1 = 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
m Mal

,

n · 1 = 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
n Mal

liegen wegen der Minimalität von (mn) in K∗, falls m,n < mn

gilt. Aus der Nullteilerfreiheit von K∗ folgt, dass m = 1 oder n = 1 ist. Also kann
char(K) keine echten Teiler besitzen.

Definition

(a) Seien (R,+, ·) ein Ring und U ⊆ R. Ist (U,+, ·) ein Ring, so heißt (U,+, ·)
Unterring von (R,+, ·).
Sei (K,+, ·) ein Körper und U ⊆ K und ist (U,+, ·) ein Körper, so heißt
(U,+, ·) Unterkörper von (K,+, ·).

(b) Seien (R,+, ·) und (H,⊕,�) Ringe (bzw. Körper). Eine Abbildung ϕ : R→ H
heißt (Ring- bzw. Körper-)Homomorphismus (falls ϕ bijektiv ist, Isomor-
phismus), falls gilt:

a, b ∈ R⇒ ϕ(a+ b) = ϕ(a)⊕ ϕ(b)
a, b ∈ R⇒ ϕ(a · b) = ϕ(a)� ϕ(b)
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3.3 Polynome

In der Analysis treten Polynome als spezielle Funktionen auf. Wir führen im Fol-
genden Polynome als algebraische Struktur ein. Später wird der Zusammenhang
mit den entsprechenden Funktionen hergestellt. Im Folgenden sei K = (K,+, ·) ein
beliebiger Körper.

Bezeichnung

Sei σ : N0 → K. Dann heißt σ Sequenz über K. Wir schreiben σ auch in der
Form (σ(i))i∈N0 , (σ(0), σ(1), . . .) oder mit σ(i) := ai für i ∈ N0 einfacher (ai)i∈N0 .
0 := (0)i∈N0 .

Definition

Sei ℘ := {(ai)i∈N0 ; ai = 0 für alle bis auf endlich viele Indizes i ∈ N0}. Jedes Ele-
ment f von ℘ heißt Polynom über K. Ist f = (ai)i∈N0 ∈ ℘, so heißt deg(f) Grad
(degree) von f .

deg(f) :=

{
max {i : i ∈ N0 ∧ ai 6= 0} falls f 6= 0
−∞ falls f = 0

Für i ∈ N0 heißt ai i-ter Koeffizient von f ; mit n = deg(f) ≥ 0 heißt an

führender Koeffizient von f . f heißt normiert, wenn an = 1 ist. 0 heißt
Nullpolynom. Addition (+) und Multiplikation (·) von Polynomen sind wie folgt
definiert: Seien f = (ai)i∈N0 , g = (bi)i∈N0 , f, g ∈ ℘. Dann sei

f + g = (ai + bi)i∈N0

f · g = (ci)i∈N0 mit ci =
i∑

j=0

ajbi−j

3.3.1 Satz

(℘,+, ·) ist ein nullteilerfreier, kommutativer Ring mit Einselement (�Polynomring
über K�).

Beweis

(R1), (R2), (R3) rechnet man leicht nach, ebenso die Kommutativität der Mul-
tiplikation. Ferner ist klar, dass (1, 0, . . .) Einselement ist. Es bleibt also nur die
Nullteilerfreiheit zu zeigen.
Seien f = (ai)i∈N0 , g = (bi)i∈N0 Polynome, f 6= 0, g 6= 0. Sei n := deg(f),m :=
deg(g). Dann gilt f · g = (ci)i∈N0 mit

∑i
j=0 ajbi−j , also ist insbesondere cn+m =∑n+m

j=0 ajbn+m−j =
n−1∑
j=0

ajbn+m−j︸ ︷︷ ︸
=0

+ anbm︸ ︷︷ ︸
6=0

+
n+m∑

j=n+1

ajbn+m−j︸ ︷︷ ︸
=0

= anbm 6= 0, d.h.

f · g 6= 0.
Formale Setzung: Seien n,m ∈ N0. Dann sei n + (−∞) = (−∞) + m = (−∞) +
(−∞) = (−∞).

3.3.2 Korollar

Seien f, g ∈ ℘. Dann gilt deg(f · g) = deg(f) + deg(g).
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Beweis

Folgt mit obiger formaler Setzung wie im Beweis der Nullteilerfreiheit in (3.3.1).
Genau so wie über Z können wir auch im Polynomring mit Rest dividieren.

3.3.3 Satz

Seien f, g ∈ ℘, g 6= 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome q, r ∈ ℘ mit
deg(r) ≤ deg(g)− 1, so dass f = q · g + r.

Beweis

Eindeutigkeit: Seien q, q̄, r, r̄ ∈ ℘ mit deg(r),deg(r̄) ≤ deg(g)− 1 und f = q · g + r,
f = q̄ ·g+ r̄. Dann folgt 0 = (q− q̄)·g+(r− r̄), also (q− q̄)·g = r̄−r. Mit (3.3.2) folgt,
dass deg(r̄−r) = deg((q− q̄)·g) sein muss: deg(r̄−r) = deg(q− q̄)+deg(g). Da g 6= 0
vorausgesetzt war und außerdem deg(r̄ − r) ≤ max {deg(r̄),deg(r)} ≤ deg(g) − 1
ist, folgt deg(q − q̄) = −∞, also q = q̄. Wegen q − q̄ = r̄ − r folgt auch r = r̄.
Existenz: Ist deg(f) < deg(g), so kann man q := 0 und r := f wählen. Sei al-
so n := deg(f), n ≥ deg(g) := m mit f := (ai)i∈N0 , g := (bi)i∈N0 . Setze qi =
(0, . . . , 0, an

bn
, 0, . . . , 0) (an

bn
steht an der Stelle n −m im Polynom), f1 = f − q1 · g.

Es ist deg(f1) < deg(f). Ist bereits deg(f1) < m, so setzen wir q := q1, r := f1.
Andernfalls wiederholen wir das Verfahren mit f1 und g. Sukzessive erhalten wir
so Polynome f1, . . . , fk mit deg(f) > deg(f1) > . . . > deg(fk), d.h. das Verfahren
liefert nach höchstens n−m Schritten ein fk mit deg(fk) < m. Man erhält

f = q1g + f1 = q1g + (q2g + f2) = (q1 + q2)g + f2 = . . . = (q1 + . . .+ qk)g + fk

und es folgt die Behauptung.
Wir betrachten im Folgenden die Struktur von (℘,+, ·) genauer.

3.3.4 Bemerkung

Sei (U,+, ·) der Unterring von (℘,+, ·) der Polynome vom Grad höchstens 0. Dann
ist (U,+, ·) ein Körper. Die Abbildung ϕ : K → U , definiert durch ϕ(a) = (a, 0, . . .)
ist ein Körperisomorphismus.
Beweis: trivial

Hinweis

Man kann also die Skalare a ∈ K mit den Polynomen (a, 0, . . .) ∈ ℘ identifizieren.
Multiplikation in ℘ geht auf das Bilden von Potenzen zurück.

3.3.5 Bemerkung

Sei X := (0, 1, 0, . . .), und setze X0 := (1, 0, . . .). Sei f = (ai)i∈N0 ∈ ℘ mit deg(f) ≤
n. Dann gilt f =

∑n
i=0 aiX

i.

Beweis

Es reicht zu zeigen, dass Xi = (0, . . . , 0, 1
i
, 0, . . .) gilt für i ∈ N0. Für i = 0, 1 folgt

das aus der Definition, der Rest mittels vollständiger Induktion, denn X · Xi =
(0, 1, 0, . . .) · (0, . . . , 0, 1

i
, 0, . . .) = (0, . . . , 0, 1

i+1
, 0, . . .).
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Bezeichnung

X wird oft Unbestimmte genannt. (℘,+, ·) wird dann mit K[X] bezeichnet und
Polynomring in einer Unbestimmten genannt. Für f schreibt man auch f(X).
Die Verbindung zu den Polynomen in der Analysis erhält man, wenn man �für X
Werte x aus K einsetzt�.

Definition

Sei K ein Körper. Eine Funktion p : K → K heißt Polynomfunktion auf K,
wenn es ein n ∈ N0 und a0, . . . , an ∈ K gibt mit p(x) =

∑n
i=0 aix

i für alle x ∈ K.
Ist p eine Polynomfunktion und p(x) =

∑n
i=0 aix

i für alle x ∈ K, so heißt
∑n

i=0 aix
i

(Polynom-)Darstellung von p.
Die Rechenregeln für Darstellungen

∑n
i=0 aix

i,
∑m

i=0 bix
i sind definiert wie für die

zugehörigen Polynome (a0, a1, . . . , an, 0, . . .), (b0, b1, . . . , bm, 0, . . .).

Bemerkung

Polynomfunktionen sind gleich, wenn ihre Werte übereinstimmen. Darstellungen
sind gleich, wenn ihre Koeffizienten übereinstimmen.

3.3.6 Bemerkung

Ist K endlich, so sind die Darstellungen von Polynomfunktionen nicht eindeutig.

Beweis

Es reicht zu zeigen, dass die Nullfunktion eine nichttriviale Darstellung besitzt (da
f = f+0). SeiK = {k1, . . . , kn}. Definiere p(x) = (x−k1)·. . .·(x−kn) für alle x ∈ K.
Dann ist p (als Funktion) identisch 0 (Schreibweise: p ≡ 0), aber die Koeffizienten
der zugehörigen Darstellung sind nicht alle 0; speziell ist der Koeffizient von xn = 1.

Bezeichnung

F sei die Menge der Polynomfunktionen, D die Menge der Darstellungen.

3.3.7 Bemerkung

(F ,+, ·) und (D,+, ·) sind kommutative Ringe mit Einselement. Die Abbildung
ϕ : D → F , definiert durch ϕ

(∑n
i=0 aix

i
)

:= p mit p(x) =
∑n

i=0 aix
i ist ein sur-

jektiver (Ring-)Homomorphismus (kanonischer Epimorphismus). Die Abbildung
ψ : K[X] → D, definiert durch ψ

(∑n
i=0 aiX

i
)

:=
∑n

i=0 aix
i ist ein Isomorphis-

mus.

Hinweis

K[X] und (D,+, ·) können also identifiziert werden. (F ,+, ·) ist dagegen für endliche
Körper nicht einmal nullteilerfrei.

Bezeichnung

(D,+, ·) wird auch mit K[x] bezeichnet; die Elemente von K[x] werden auch Po-
lynome genannt.
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Bemerkung

Wegen (3.3.7) übertragen sich die Aussagen über K[X] auf K[x], ebenso Begriffe
wie Grad.

Definition

Seien p ∈ K[x] und x0 ∈ K mit p(x0) = 0. Dann heißt x0 Nullstelle von p.

Beispiel

Sei K = {k1, . . . , km} , pj(x) = kj +
∏m

i=1(x − ki) für j = 1, . . . ,m. Dann gilt
pj(x) ≡ kj , besitzt also keine Nullstelle, wenn kj 6= 0 und m Nullstellen, falls kj = 0
ist.
Die folgende Aussage zeigt, dass den Nullstellen x0 von Polynomen sog. Linear-
faktoren X − x0 bzw. x− x0 entsprechen.

3.3.8 Satz

Seien p ∈ K[x] und x0 Nullstelle von p. Ferner sei g ∈ K[x] definiert durch g(x) =
x− x0. Dann gibt es genau ein q ∈ K[x] mit gq = p und deg(q) = deg(p)− 1.

Beweis

Nach (3.3.3) gibt es eindeutig bestimmte q, r ∈ K[x] mit p = gq + r und deg(r) ≤
deg(g) − 1 = 0. Also ist r ≡ r0 ∈ K eine Konstante und wegen 0 = p(x0) =
0 · q(x0) + r0 gilt r ≡ 0. Aus (3.3.2) folgt deg(p) = deg(g) + deg(q) = 1 + deg(q).

Bemerkung

Ist f eine Polynomfunktion und ist x0 ∈ K mit f(x0) = 0, so gibt es ein q ∈ F mit
f(x) = (x− x0)q(x); die Eindeutigkeit geht i.a. aber verloren.

Beispiel

K = Z3; f(x) = p(x) = x(x−1)(x−2) für x ∈ {0, 1, 2}. Die Polynomfunktion f ∈ F
ist also die Nullfunktion; p ∈ K[x] ist nicht das Nullpolynom. Es gilt p(x) = xq(x)
mit q(x) = (x− 1)(x− 2) und q ∈ K[x] ist eindeutig bestimmt (nach (3.3.8)).
Seien g1, g2 ∈ F mit g1(x) = (x − 1)(x − 2), g2(x) = 2(x − 1)(x − 2). Dann gilt
g1(0) = 2, g2(0) = 1, d.h. g1 6= g2 auch in F . Andererseits gilt aber f(x) = xg1(x)
und f(x) = xg2(x) für alle x ∈ {0, 1, 2}.

3.3.9 Korollar

Sei p ∈ K[x] nicht das Nullpolynom. Dann hat p höchstens deg(p) viele Nullstellen.

Beweis

(duch vollständige Induktion nach n := deg(p))
n = 0: p ≡ a0 ∈ K \ {0}
n ≥ 0: Falls p keine Nullstelle besitzt, folgt die Behauptung. Andernfalls sei x0

Nullstelle. Nach (3.3.8) gibt es q ∈ K[x] mit p(x) = (x−x0)q(x) für alle x ∈ K und
deg(q) = deg(p)− 1. Aus der Induktionsannahme folgt die Behauptung.
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3.3.10 Korollar

Ist K unendlich, so ist die Abbildung ϕ : K[x] → F , definiert duch

ϕ

(
n∑

i=0

aix
i

)
= f

mit f(x) =
∑n

i=0 aix
i für x ∈ K ein (Ring-)Isomorphismus.

Beweis

Nach (3.3.7) reicht es zu zeigen, dass ϕ injektiv ist. Seien p1, p2 ∈ K[x] mit ϕ(p1) =
ϕ(p2). Dann gilt ϕ(p1−p2) = 0, d.h. die Polynomfunktion ϕ(p1−p2) hat unendlich
viele Nullstellen. Sei

∑n
i=1 aix

i eine Darstellung von ϕ(p1 − p2). Dann hat auch∑n
i=0 aix

i unendlich viele Nullstellen. Aus (3.3.9) folgt a0 = . . . = an = 0. Also gilt
p1 = p2 (in K[x]).

Definition

Seien p ∈ K[x] \ {0} , x0 ∈ K. Dan heißt

µ(p, x0) := max {m : m ∈ N0 : ∃q ∈ K[x] ∧ x ∈ K ⇒ p(x) = (x− x0)mq(x)}

die Vielfachheit der Nullstelle x0 von p.

Hinweis

µ(p, x0) = max
{
m : m ∈ N0 ∧ f(x0) = f ′(x0 = . . . = f (m−1)(x0) = 0

}
für K = R,

d.h. genau die 0-te, 1-te, . . . , (µ(p, x0)− 1)-te Ableitung in x0 verschwindet.

3.3.11 Satz (Fundamentalsatz der Algebra)

Sei f ∈ C[x]. Dann gibt es z1, . . . , zdeg(f) ∈ C und a ∈ C mit f(x) = a(x− z1) · . . . ·
(x− zdeg(f)).

Beweis

siehe z.B. G. Fischer, Einführung in die Algebra, 1974

Bezeichnung

Seien z ∈ C, a, b ∈ R und z = a + bi. Dann heißt z̄ = a − bi zu z konjugiert
komplexe Zahl.

3.3.12 Lemma

Seien p ∈ R[x], z ∈ C eine Nullstelle von p. Dann gilt µ(p, z0) = µ(p, z̄0).

Hinweis

Die (komplexen) Nullstellen von Polynomen mit reellen Koeffizienten liegen sym-
metrisch zur reellen Achse.
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3.3.13 Satz

Sei p ∈ R[x] mit n := deg(p) ≥ 1. Dann gibt es ein a ∈ R\{0} ,m ∈ N0, x1, . . . , xm ∈
R, s ∈ N0, q1, . . . , qs ∈ R[x] normiert vom Grad 2, ohne reelle Nullstelle, so dass für
alle x ∈ R gilt:

p(x) = a(x− x1) · . . . · (x− xm) · q1(x) · . . . · qs(x)

Ferner gilt m+ 2s = n.

Beweis

Die letzte Identiät folgt aus (3.3.2).
Die Existenz der behaupteten Faktorisierung folgt aus dem Fundamentalsatz der
Algebra, denn:
Nach (3.3.11) gibt es z1, . . . , zn ∈ C und a ∈ C mit p(x) = a(x− z1) · . . . · (x− zn)
für alle x ∈ R. Da p ∈ R[x] ist und a der führende Koeffizent ist, folgt a ∈ R.
Sei m ∈ N0 mit z1, . . . , zm ∈ R, zm+1, . . . , zn ∈ C \ R. Nach (3.3.12) ist n − m
gerade und durch Umnummerierung kann erreicht werden, dass zi und zi + 1 für
i = (m + 1) + 2j, j = 0, . . . , 1

2 (n − m) − 1 konjugiert komplex sind. Nun gilt für
z = a+ bi(a, b ∈ R):

(x− z)(x− z̄) = (x− a− bi)(x− a+ bi)0x2 − 2ax+ (a2 + b2) ∈ R[x]

Das Polynom x2 +2ax+a2 +b2 besitzt keine reelle Nullstelle (denn a2− (a2 +b2) =
−b2 ≤ 0), falls b 6= 0. Insgesamt folgt die Behauptung.

Hinweis

Es gibt verschiedene strukturelle Aussagen über reelle Nullstellen und numerische
Algorithmen zu ihrer Bestimmung.
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Kapitel 4

Vektorräume

In (1.1): Vektoren des Rn,Rm sind wichtig zur Beschreibung linearer Gleichungs-
systeme über R.
Jetzt: allgemeiner Standpunkt.

4.1 (Unter-)Vektorräume und lineare Hülle

Im Folgenden sei K ein beliebiger Körper.

Beispiel

Kn =


v1...
vn

 : v1 ∈ K ∧ . . . ∧ vn ∈ K


Definiere für v =

v1...
vn

 , u =

u1

...
un

 ∈ Kn, λ ∈ K:

v + u =

v1 + u1

...
vn + un


λv =

λv1...
λvn


Beachte: + : Kn × Kn → Kn, aber · : K × Kn → Kn. + ist daher eine innere
Verknüpfung, · ist eine äußere Verknüpfung, die Multiplikation mit einem
Skalar.

Hinweis

Diese beiden Verknüpfungen traten bereits bei der Formulierung x1v1+. . .+xnvn =
b mit b, v1, . . . , vn ∈ Rn, x1, . . . , xn ∈ R von Gleichungssystemen mittels der Spalten
ihrer Koeffizientenmatrix auf, sowie bei der Parametrisierung ihrer Lösungsmengen.
(Beachte: Wir haben in (1.1) auch v1x1+. . .+vnxn für x1v1+. . .+xnvn geschreiben.
- In Analogie zu einer Interpretation als Abbildung (vgl Kapitel 5) - obwohl · formal
nur auf Paaren K ×Kn wirkt.)

33
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Definition

Seien V eine Menge, K ein Körper und ⊕ : V × V → V,� : K × V → V Ver-
knüpfungen. (V,⊕,�) heißt K - Vektorraum, wenn gilt:

(V1) (V,⊕) ist eine kommutative Gruppe

(V2) (a)
λ, µ ∈ K, v ∈ V ⇒ λ� (µ� v) = (λµ)� v

(Assoziativität)

(b)

λ, µ ∈ K ∧ v ∈ V ⇒ (λ+ µ)� v = (λ� v)⊕ (µ� v)
λ ∈ K ∧ v, w ∈ V ⇒ λ� (v ⊕ w) = (λ� v)⊕ (λ� w)

(Distributivität)

(c) v ∈ V ⇒ 1� v = v

Konvention

� bindet stärker als ⊕.

Bemerkung

(V2) überträgt sich auf endliche Summen bzw. Produkte

Bezeichnung

Die Operationen in K und die Verknüpfungen in V werden im Folgenden beide mit
+ und · bezeichnet.
Der Nullvektor, d.h. das Nullelement der Addition in V wird mit 0 bezeichnet;
die Elemente von V heißen Vektoren.

Beispiele

(a) (Rn,+, ·) ist ein R - Vektorraum. Die Vektoren kann man als �Ortsvekto-
ren� interpretieren; die Verknüpfungen lassen sich geometrisch darstellen.
(vgl. 1.1 und Abbildung 4.1)

(b) Allgemeiner ist (Kn,+, ·) für einen beliebigen Körper K ein K-Vektorraum.

(c) Der Polynomring K[x] ist auch ein K-Vektorraum (Die Multiplikation · :
K ×K[x] → K[x] wird mittels (3.3.4) als Spezialfall der Multiplikation von
Polynomen erklärt, wie bereits - implizit - in (3.3.5)).

(d) Ein weiteres Beispiel bilden die m× n - Matrizen (vgl. 1.1).

Definition

Seien K ein Körper und m,n ∈ N. A heißt m × n - Matrix (mit Koeffizienten in
K), wenn für i = 1, . . . ,m und j = 1, . . . , n Elemente aij ∈ K existieren, so dass

A =

a11 . . . a1n

...
...

am1 . . . amn


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x1

x2

1

1

w

v

2v

v+w

Abbildung 4.1: Geometrische Darstellung der Verknüpfungen im R2

Die Begriffe Koeffizient etc. werden analog zur Definition in (1.1) bzw. (2.1) (für
K = R) benutzt. Die Menge aller m × n - Matrizen mit Koeffizienten in K wird
mit Km×n bezeichnet. Die Operationen + : Km×n × Km×n → Km×n und · :
K ×Km×n → Km×n seien definiert durch:

A = (aij)i=1,...,m
j=1,...,n

, B = (bij)i=1,...,m
j=1,...,n

, λ ∈ K ⇒

A+B := (aij + bij)i=1,...,m
j=1,...,n

λA := (λaij)i=1,...,m
j=1,...,n

4.1.1 Bemerkung

Seien K ein Körper und m,n ∈ N. Dann ist (Km×n,+, ·) ein K-Vektorraum.
Beweis: trivial.

Hinweis

(Km×n,+, ·) ist gerade (Kmn,+, ·) (bis auf die andere Art, Vektoren zu schreiben).
(Später: Matrizenmultiplikation; Interpretation von Matrizen als Abbildungen)

Bezeichnung

Im Folgenden sei K stets ein Körper. Ein K-Vektorraum (V,+, ·) wird einfacher
mit V bezeichnet. Wenn Verwechslungen ausgeschlossen sind, sprechen wir auch
einfacher nur von einem Vektorraum.

4.1.2 Lemma

Sei V ein K-Vektorraum. Dann gilt:

(i) v ∈ V ⇒ 0 · v = 0

(ii) λ ∈ K ⇒ λ · 0 = 0

(iii) λ ∈ K ∧ v ∈ V ∧ λv = 0 ⇒ λ = 0 ∨ v = 0

(iv) v ∈ V ⇒ (−1) · v = −v
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Beispiel

Sei A ∈ Rm×n. Dann ist Lös(A, 0) ein Vektorraum. Andererseits ist Lös(A, 0) eine
Teilmenge des Vektorraums Rn, die ihre Verknüpfungen vom Rn �erbt�.

Definition

Seien (V,+, ·) ein K-Vektorraum, U ⊆ V . Ist (U,+, ·) ein K-Vektorraum, so heißt
(U,+, ·) Untervektorraum von (V,+, ·).

4.1.3 Lemma

Seien V ein K-Vektorraum und U ⊂ V . U ist genau dann ein Untervektorraum von
V , wenn gilt:

• U 6= ∅

• u1, u2 ∈ U ⇒ u1 + u2 ∈ U

• λ ∈ K ∧ u ∈ U ⇒ λu ∈ U

Beweis

Aus (3.1.9) und (4.1.2(iv)) folgt, dass (U,+) Untergruppe von (V,+) ist. (U,+) ist
kommutativ, da (V,+) kommutativ ist. Also gilt (V1). Wegen U ⊂ V folgt auch
(V2).

Beispiele

(a) Wegen 0 + 0 = 0, λ0 = 0 für λ ∈ K (4.1.2(ii)), ist {0} (mit den �geerb-
ten� Verknüpfungen) Untervektorraum jedes Vektorraums.

(b)

V = R2, U =
{(

x1

x2

)
: x1, x2 ∈ R ∧ x1 ≥ 0 ∧ x1 − x2 ≤ 0

}
U ist kein Untervektorraum. Es gelten zwar (4.1.3(i)) und (4.1.3(ii)), aber
(4.1.3(iii)) gilt nur für λ ≥ 0. Werte λ < 0 führen zu einer Spiegelung am
Ursprung. U ist ein Kegel.

(c) SeiK[x]n die Menge aller Polynome vom Grad höchstens n.K[x]n ist kein Un-
terring von K[x], da die Multiplikation von Polynomen den Grad i.a. erhöht.
Aber K[x]n ist ein Untervektorraum des K-Vektorraums K[x]. (K[x]0 ⊂

UVR

K[x]1 ⊂
UVR

K[x]2 ⊂
UVR

. . . ⊂
UVR

K[x]n ⊂
UVR

. . .)

4.1.4 Lemma

Seien V ein K-Vektorraum, I eine beliebige Indexmenge und für jedes α ∈ I sei
Uα ein Untervektorraum von V . Dann ist U :=

⋂
α∈I

Uα ein Untervektorraum von V .

(Untervektorraumbegriff ist abgeschlossen unter beliebiger Durchschnittsbildung.)

Beweis

Es gilt 0 ∈ Uα∀α ∈ I, also 0 ∈ U 6= ∅. Seien u1, u2 ∈ U , so gilt u1, u2 ∈ Uα für
jedes α ∈ I, also u1 +u2 ∈ Uα für alle α ∈ I (denn Uα Untervektorraum) und somit
u1 + u2 ∈ U . Sind λ ∈ K,u ∈ U , so ist u ∈ Uα für α ∈ I, also λu ∈ Uα für α ∈ I,
somit λu ∈ U .
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Beachte

Die Vereinigung von Untervektorräumen ist i.a. kein Untervektorraum.

U1 = R
(

1
1

)
:=
{(

x

x

)
∈ R

}
U2 = R

(
−1
1

)
U1∩U2 ist nach (4.1.4) Untervektorraum, U1∪U2 erfüllt Bedingung (4.1.3(ii)) nicht.
(4.1.4) erlaubt es, einen Hüllenoperator zu definieren (analog zur abgeschlosse-
nen Hülle der Analysis).

Definition

Seien V ein K-Vektorraum und M ⊂ V . Die lineare Hülle lin(M) ist der Durch-
schnitt aller Untervektorräume von V , die M enthalten.

Bemerkung

lin(M) ist Untervektorraum von V .

Beispiel

Sei U1 = R
(
1
1

)
, U2 = R

(−1
1

)
. Dann ist lin(U1 ∪ U2) = R2.

In der Analysis erhält man den Abschluss einer Menge durch Hinzunahme ih-
rer Häufungspunkte. Im Folgenden soll untersucht werden, wie lin(M) �konstruk-
tiv� aus den Elementen von M aufgebaut werden kann.

Definition

Sei V ein K-Vektorraum. Sind r ∈ N, v1, . . . , vr ∈ V, λ1, . . . , λr ∈ K, so heißt
λ1v1 + . . . + λrvr Linearkombination von v1, . . . , vr. Sei M ⊂ V . Das linea-
re Erzeugnis span(M) von M sei definiert durch span(M) = {0} für M = ∅ und
für M 6= ∅ durch

span(M) =
{v : ∃r ∈ N ∧ ∃v1, . . . , vr ∈M ∧ ∃λ1, . . . , λr ∈ K : v = λ1v1 + . . .+ λrvr}

Bemerkung

(a) Für Linearkombinationen werden nur endliche (aber beliebig große) Summen∑r
i=1 λivi betrachtet.

(b) 0 ∈ span(M). Für M 6= ∅ ist span(M) die Menge aller Linearkombinationen
von Elementen in M .

Beispiel

Seien U1 = R
(
1
1

)
, U2 = R

(−1
1

)
(M =

{(
1
1

)
,
(−1

1

)}
)

r = 1 λ
(
1
1

)
, λ
(−1

1

)
→ U1 ∪ U2

r = 2 Da U1, U2 Untervektorräume von R2 sind, gilt

λ1, λ2 ∈ K ∧ (u1, u2 ∈ U1 ∨ u1, u2 ∈ U2) ⇒ λ1u1 + λ2u2 ∈ U1 ∨ U2
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Neue Vektoren können also nur von der Form λ1

(
1
1

)
+λ2

(−1
1

)
(λ1, λ2 ∈ K) sin. Welche

Vektoren v =
(
v1
v2

)
werden so erzeugt? Löse Gleichungssystem λ1

(
1
1

)
+λ2

(−1
1

)
=
(
v1
v2

)
,

also λ1 − λ2 = v1, λ1 + λ2 = v2. Lösung: λ1 = v1+v2
2 , λ2 = v2−v1

2 . Somit lässt
sich jeder Vektor des R2 als Linearkombination von

(
1
1

)
,
(−1

1

)
darstellen. Es folgt

span(M) = R2.
r ≥ 3 Da R2 ein Vektorraum ist, kommen keine weiteren Vektoren hinzu.
Insgesamt folgt: span(U1 ∪ U2) = span(

{(
1
1

)
,
(−1

1

)}
) = R2.

Beobachtungen

(a) lin(U1 ∪ U2) = span(U1 ∪ U2)

(b) Zur Erzeugung von span(U1 ∪ U2) �reichen� zwei Vektoren.

Die Beobachtung (b) führt auf den zentralen Begriff der Basis eines Vektorraums,
Beobachung (a) gilt allgemein.

4.1.5 Satz

Seien V ein Vektorraum und M ⊂ V . Dann gilt lin(M) = span(M).

Beweis

Da lin(M) ein Vektorraum ist, liegen insbesondere alle Linearkombinationen von
Elementen aus M in lin(M), d.h. es gilt lin(M) ⊃ span(M).
Nach Definition von lin(M) reicht es zu zeigen, dass span(M) ein Untervektorraum
von V ist. Für M = ∅ ist das klar, für M 6= ∅ folgt das unmittelbar aus (4.1.3).

4.2 Lineare (Un-)Abhängigkeit, Basis, Dimension

Frage: Wie kann man eine �möglichst kleine� Menge von Vektoren angeben, die V
linear erzeugen?

Beispiele

(a) R2 = span(
{(

1
1

)
,
(−1

1

)}
) (ein Vektor reicht nicht)

(b) R2 = span(
{(

1
0

)
,
(
0
1

)}
)

(c) Für i = 1, . . . , n sei ei =



0
...
0
1
0
...
0


∈ Kn (die 1 jeweils an der i-ten Stelle).

ei heißt i-ter Koordinatenvektor des Kn. Es gilt

Kn = span({e1, . . . , en})

(d) Für i ∈ N0 sei vi ∈ K[x] mit vi(x) = xi. vi heißt i-tes Monom. Es gilt
K[x] = span({vi : i ∈ N0}). Endlich viele Polynome erzeugen K[x] nicht.
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Definition

Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge E von V heißt Erzeugendensystem,
wenn span(E) = V gilt. Ist E ein Erzeugendensystem, so heißt E minimal, wenn
gilt: v ∈ E ⇒ span(E \ {v}) 6= V .
Existiert zu V ein endliches Erzeugendensystem, so heißt V endlich erzeugt.

Beispiele

(i) Die obigen Beispiele (a), . . . , (d) sind minimale Erzeugendensysteme.

(ii) Es gilt R2 = span
({(

0
1

)
,
(−1
−1

)
,
(

1
−1

)})
.
(
0
1

)
,
(−1
−1

)
,
(

1
−1

)
sind kein minimales Er-

zeugendensystem, denn es gilt
(
0
1

)
= − 1

2

(−1
−1

)
− 1

2

(
1
−1

)
, d.h.

(
v1
v2

)
= λ1

(
0
1

)
+

λ2

(−1
−1

)
+ λ3

(
1
−1

)
⇒
(
v1
v2

)
= (λ2 − 1

2λ1)
(−1
−1

)
+ (λ3 − 1

2λ1)
(

1
−1

)
.

Eine �symmetrischere� Art, obige �Abhängigkeit� der drei Vektoren darzu-
stellen, ist:

1 ·
(

0
1

)
+

1
2
·
(
−1
−1

)
+

1
2
·
(

1
−1

)
= 0

Natürlich gilt auch:

0 ·
(

0
1

)
+ 0 ·

(
−1
−1

)
+ 0 ·

(
1
−1

)
= 0

d.h. das Erzeugendensystem ist nicht minimal, weil es eine nichttriviale Line-
arkombination gibt, die den Nullvektor erzeugt.

Definition

Seien V ein K-Vektorraum und v1, . . . , vn ∈ V . v1, . . . , vn heißen linear un-
abhängig, falls gilt:

λ1, . . . , λn ∈ K ∧
n∑
k1

λkvk = 0 ⇒ λ1 = . . . = λn = 0

Andernfalls heißen v1, . . . , vn linear abhängig.

Beispiele

(a)
(
0
1

)
,
(−1
−1

)
,
(

1
−1

)
sind linear abhängig in R2.

(b)
(
1
1

)
,
(−1

1

)
sind linear unabhängig in R2.

(c) v, v sind linear abhängig in V , ebenso 0.

(d) Die Koordinatenvektoren e1, . . . , en aus Kn sind linear unabhängig in Kn.

(e) Die Monome aus K[x]n sind linear unabhängig in K[x].

(f) 1,
√

2 sind linear abhängig im R-Vektorraum R, aber linear unabhängig im Q-
Vektorraum R, denn λ1, λ2 ∈ Q ∧ λ1 + λ2

√
2 = 0 ⇒ (λ1 = λ2 = 0) ∨ (−λ1

λ2
=√

2) ⇒ λ1 = λ2 = 0.

Das Beispiel K[x] = span({vi; i ∈ N0}) zeigt, dass es nicht reicht, die lineare (Un-
)Abhängigkeit nur für endlich viele Vektoren zu definieren.
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Definition

Seien V ein K-Vektorraum, M ⊆ V . Dann heißt M linear abhängig, wenn es ein
r ∈ N und v1, . . . , vr ∈M gibt, so dass v1, . . . , vr linear abhängig sind. Andernfalls
heißt M linear unabhängig.

Bemerkung

Gilt S ⊂M ⊂ V und ist M linear unabhängig, so ist auch S linear unabhängig.

4.2.1 Lemma

Sei V ein K-Vektorraum,M ⊂ V .M ist genau dann linear unabhängig, wennM 6= ∅
oder wenn sich jeder Vektor v aus span(M) auf genau eine Weise als Linearkombi-
nation von Vektoren aus M darstellen lässt.

Beweis

Der Fall M = ∅ ist trivial. Sei also M 6= ∅ linear unabhängig. Ferner seien v ∈
span(M), r, s ∈ N, v1, . . . , vr, u1, . . . , us ∈ V, λ1, . . . , λr, µ1, . . . , µs ∈ K mit v =∑r

i=1 λivi =
∑s

i=1 µiui. Also gilt
∑r

i=1 λivi +
∑s

i=1(−µi)ui = 0. O. B. d. A. sei
t ∈ N0 mit {v1, . . . , vr} ∩ {u1, . . . , us} = {v1, . . . , vt}. Also ist

∑t
i=0(λi − µi)vi +∑r

i=t+1 λivi +
∑s

i=t+1 µiui = 0. Da {vi, . . . , vr} ∪ {u1, . . . , us} ⊂ M und M linear
unabhängig folgt λ1 = µ1, . . . , λt = µt, λt+1 = . . . = λr = µt+1 = . . . = µs = 0. Ist
andererseits M linear abhängig, so besitzt 0 eine nichttriviale Darstellung, d.h. 0
ist nicht eindeutig darstellbar.

Beispiel

Seien b ∈ Km, A ∈ Km×n, Â, b̂ eine zugehörige Matrix in Zeilenstufenform bzw. die
zugehörige rechte Seite.
Zeilenvektoren: Die ersten r Zeilenvektoren von Â sind linear unabhängig. Al-
le Zeilenvektoren von A werden von den zu diesen r gehörigen linear erzeugt.
(�Rückgängigmachen� der elementaren (linearen) Zeilenoperationen). Der Zeilen-
rang ist also das Maximum der Kardinalität linear unabhängiger Teilmengen der
Zeilenvektoren von A.
Spaltenvektoren: Die spalten von Â mit Indizes aus {j1, . . . , jr} sind linear un-
abhängig. b̂ ist eindeutig als Linearkombination dieser Vektoren darstellbar, wenn
das Gleichungssystem lösbar ist (vgl. Beweis (2.2.1) auf Seite 11).

Bemerkung

Die Ergebnisse von Kapitel 2 gelten (mit den selben Beweisen) für Gleichungssys-
teme über beliebigen Körpern.

Definition

Seien V ein K-Vektorraum und B ⊂ V . B heißt Basis des Vektorraums V , wenn
gilt:

(i) span(B) = V

(ii) B ist linear unabhängig

Ist B endlich, so heißt die Anzahl |B| (card(B)) der Elementen von B Länge der
Basis.
Wir beweisen zunächst eine fundamentale Charakterisierung von Basen.
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4.2.2 Satz

Seien V ein K-Vektorraum und B ⊂ V Dann sind die folgenden drei Aussagen
äquivalent:

(i) B ist eine Basis von V .

(ii) B ist ein minimales Erzeugendensystem für V .

(iii) B ist eine (inklusions-)maximale linear unabhängige Teilmenge von V , d.h.
B ∪ {v} ist linear abhängig für alle v ∈ V \B.

Beweis

Ist V = {0}, so ist B in allen drei Fällen ∅. Wir setzen daher im Folgenden V 6= {0}
voraus.
(i)⇒(ii): Sei B eine Basis von V . Ist das Erzeugendensystem B nicht minimal, so
existiert ein b0 ∈ B mit V = span(B \ {b0}), d.h. es existiert r ∈ N, b1, . . . , br ∈
B \ {b0} , λ − 1, . . . , λr ∈ K mit b0 =

∑r
i=1 λibi. Somit wäre B linear abhängig.

Widerspruch.
(ii)⇒(iii): Sei B ein minimales Erzeugendensystem. Wäre B linear abhängig, so
gäbe es r ∈ N, b1, . . . , br ∈ B, λ1, . . . , λr ∈ K \ {0} mit

∑r
i=1 λibi = 0. Es folgt

b1 = − 1
λ1

∑r
i=2 λibi. Somit gilt span(B \ {b1}) = V . Widerspruch zur Minimalität

von B. Ist v ∈ V \B, so folgt v ∈ span(B), also ist B ∪ {v} linear abhängig.
(iii)⇒(i): Sei B eine maximale linear unabhängige Teilmenge von V . Ist b0 ∈ V \B,
so ist B ∪ {b0} linear abhängig, d.h. es gibt r ∈ N, b1, . . . , br ∈ B, λ0, . . . , λr ∈ K,
nicht alle 0, mit der Eigenschaft

∑r
i=0 λibi = 0. Da B linear abhängig ist, folgt

λ0 6= 0 und damit b0 = − 1
λ0

∑r
i=1 λibi. Da b0 ∈ V \ B beliebig gewählt war, folgt

V = span(B).

4.2.3 Korollar

Seien V ein endlich erzeugter Vektorraum und E ein endliches Erzeugendensystem.
Dann besitzt V eine Basis B mit B ⊂ E.

Beweis

Die Aussage folgt aus der Äquivalenz von (i), (ii) in (4.2.2) durch sukzessives Ent-
fernen von abhängigen Elementen.

Frage

Besitzt jeder Vektorraum (auch solche, die nicht endlich erzeugt sind) eine Basis?

Definition

Seien M eine Menge. Eine Menge von Teilmengen von M heißt Mengensystem
(über M). Seien S ein nichtleeres Mengensystem, K eine nichtleere Teilmenge von
S. K heißt Kette, wenn gilt

S1, S2 ∈ K ⇒ S1 ⊂ S2 ∨ S1 ⊃ S2

Sei T ∈ S. T heißt maximales Element, wenn gilt

S ∈ S ∧ T ⊂ S ⇒ T = S
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4.2.4 Satz (Lemma von Zorn)

Sein S ein nichtleeres Mengensystem. Gilt für jede Kette K von S, dass
⋃

S∈K

S ∈ S,

so gibt es in S ein maximales Element.

Beweis

siehe z.B. D. Klaua, Allgemeine Mengenlehre, 1964

4.2.5 Satz

Seien V ein K-Vektorraum und A eine linear unabhängige Teilmenge von V . Dann
gibt es eine Basis B von V mit A ⊂ B.

Beweis

Sei S das Mengensystem aller linear unabhängigen Teilmengen von V . Wegen A ∈ S
ist S 6= ∅. Ferner seien K eine beliebige Kette von S und T :=

⋃
S∈K

S. Wir zeigen

zunächst, dass T wieder unabhängig ist. Wäre T nicht linear unabhängig, so gäbe es
ein r ∈ N, {t1, . . . , tr} ⊂ T , so dass t1, . . . , tr linear abhängig sind. Für i = 1, . . . , r
sei Ti ∈ K mit ti ∈ Ti. Da K eine Kette ist, existiert ein i0, so dass Ti ⊂ Ti0 für alle
i = 1, . . . , r. (Warum?) Ti0 wäre somit linear abhängig; Widerspruch zu Ti0 ∈ S.
Also ist T linear unabhängig, d.h. T ∈ S. Nach (4.2.4) existiert in S ein maximales
Element B. Aus (4.2.2) folgt die Behauptung.

4.2.6 Lemma

Seien V ein K-Vektorraum und B = {v1, . . . , vn} eine Basis. Seien η1, . . . , ηn ∈
K, I = {i; i ∈ {1, . . . , n} ∧ ηi 6= 0}. und v0 =

∑n
j=1 ηjvj . Dann ist für jedes i ∈ I

(B \ {vi}) ∪ {v0} eine Basis von V .

Beweis

Sei i ∈ I und B̄ = (B \ {vi}) ∪ {v0}. Seien v ∈ V und µ1, . . . , µn ∈ K mit v =∑n
j=1 µjvj . Dann gilt wegen vi = 1

ηi
v0 +

∑n
j=1
j 6=i

(−ηj

ηi
)vj

v =
µi

ηi
v0 +

n∑
j=1
j 6=i

(µj −
ηj

ηi
µi)vj

Also ist B̄ ein Erzeugendensystem.
Sei λ0v0 +

∑n
j=1
j 6=i

λjvj = 0. Es folgt 0 = λ0

∑n
j=1 ηjvj +

∑n
j=1
j 6=i

λjvj = λ0ηivi +∑n
j=1
j 6=i

(λ0ηj + λj)vj und somit für j = 1, . . . , n, j 6= i λ0ηi = (λ0ηj + λj) = 0.

Wegen i ∈ I ist ηi 6= 0, also gilt λ0 = 0 und somit λj = 0 für alle j = 1, . . . , n, j 6= i.

4.2.7 Satz (Austauschsatz von Steinitz)

Seien V ein K-Vektorraum, B = {v1, . . . , vn} eine Basis und wi, . . . , wr ∈ V linear
unabhängig. Dann gilt n ≥ r und es gibt i1, . . . , ir ∈ {1, . . . , n}, so dass B̄ =
{vi; i /∈ {i1, . . . , ir}} ∪ {w1, . . . , wr} eine Basis von V ist.
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Beweis

Induktion nach r: Für r = 0 ist nichts zu zeigen. Sei r ≥ 1. Da insbesondere
w1, . . . , wr−1 linear unabhängig sind, gibt es nach Induktionsannahme i1, . . . , ir ∈
{1, . . . , n}, so dass {vi; i /∈ {i1, . . . , ir−1}} ∪ {w1, . . . , wr−1} eine Basis von V ist.
Ferner gilt nach Induktionsannahme n ≥ r − 1. Zum Beweis von n ≥ r neh-
men wir an, dass n = r − 1 ist. Dann ist {w1, . . . , wr−1} eine Basis von V . An-
dererseits sind w1, . . . , wr linear unabhängig. Widerspruch zu (4.2.2). Also gilt
n ≥ r. O.B.d.A. können wir annehmen, dass {i1, . . . , ir−1} = {1, . . . , r − 1} gilt.
Da {vi : i = r, . . . , n} ∪ {w1, . . . , wr−1} eine Basis ist, gibt es λ1, . . . , λn ∈ K mit
wr =

∑r−1
i=1 λiwi +

∑n
i=r λivi. Da w1, . . . , wr linear unabhängig sind, gibt es ein

i ∈ {r, . . . , n} mit λi 6= 0. Die Behauptung folgt nun aus (4.2.6).

4.2.8 Satz

Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann gibt es ein n ∈ N0, so dass jede
Basis von V endlich ist und Länge n hat.

Beweis

Da V endlich erzeugt ist, besitzt V nach (4.2.3) eine endliche Basis B. Sei B̄ eine
zweite Basis, so ist B̄ linear unabhängig und aus (4.2.7) folgt für jede endliche Teil-
menge T von B̄ |T | ≤ |B|. Somit ist B̄ endlich, und es gilt |B̄| ≤ |B|. Vertauschung
der Rollen von B und B̄ in (4.2.7) liefert |B| ≤ |B̄|.

Korollar

(4.2.8) erlaubt es, die Dimension eines endlich erzeugten Vektorraumes zu definieren.

Definition

Sei V ein K-Vektorraum, B eine Basis von V . Dann heißt

dimV :=

{
|B| falls B endlich
∞ sonst

die Dimension von V .
Soll der Körper K besonders betont werden, so schreibt man auch dimK V .

Beispiele

(a) dimKn = n

(b) dimK[x] = ∞

(c) dimR R = 1; dimQ R = ∞, da Q abzählbar ist, R aber nicht.

4.2.9 Lemma

Seien V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und U ein Untervektorraum von V .
Dann ist auch U endlich erzeugt, und es gilt dimU ≤ dimV . Gilt dimU = dimV ,
so folgt U = V .

Beweis

Die erste Aussage folgt aus (4.2.2) und (4.2.5); die zweite aus (4.2.7) und die dritte
mit (4.2.2) ebenfalls aus (4.2.7).
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4.3 Summen von Vektorräumen

Beispiel

U1 = R
(

1
1

)
U2 = R

(
−1
1

)
R2 =(U1 ∪ U2) = {x : ∃u1 ∈ U1 ∧ ∃u2 ∈ U2 : x = u1 + u2}

Definition

Sei V ein K-Vektorraum, I eine beliebige Indexmenge und für jedes α ∈ I sei
Uα Untervektorraum von V . Die Summe

∑
α∈I Uα der Untervektorräume Uα ist

definiert durch

∑
α∈I

Uα =

{∑
α∈I

: (α ∈ I ⇒ uα ∈ Uα) ∧ uα 6= 0 für höchstens endlich viele α

}
∑

α∈I Uα heißt direkt, wenn für jedes α ∈ I gilt:

Uα 6= {0} und Uα ∩
∑

β∈I\{α}

Uβ = {0}

Bezeichnung: ⊕
α∈I

Uα

Bezeichnung

Ist I endlich, etwa I = {1, . . . , r}, so werden die Bezeichnungen U1 + . . .+ Ur bzw.
U1 ⊕ . . .⊕ Ur verwendet.

Bemerkung

∑
α∈I

Uα = span

{⋃
α∈I

Uα

}

4.3.1 Lemma

Seien V ein K-Vektorraum und U1, U2 endlich - dimensionale Untervektorräume
von V . Dann gilt:

dimU1 + dimU2 = dim(U1 + U2) + dim(U1 ∩ U2)

Beweis

Seien B1,2 eine Basis von U1∩U2, B1, B2 Basen von U1 bzw. U2 mit B1,2 ⊂ B1, B2.
(Solche Basen existieren nach (4.2.5)). Natürlich erzeugen B1 \B1,2, B2 \B1,2 und
B1,2 zusammen U1+U2. Die Behauptung folgt, wenn gezeigt ist, dass diese Vektoren
linear unabhängig sind. Sei∑

a∈B1\B1,2

λaa+
∑

b∈B1,2

λbb+
∑

c∈B2\B1,2

λcc = 0
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Es gilt
v :=

∑
a∈B1\B1,2

λaa+
∑

b∈B1,2

λbb = −
∑

c∈B2\B1,2

λcc = 0

also v ∈ U1,−v ∈ U2, somit v ∈ U1 ∩ U2. Es gibt also für jedes b ∈ B1,2 ein µb ∈ K
mit v =

∑
b∈B1,2

µbb. Wegen (4.2.1) folgt λa = 0 für alle a ∈ B1 \B1,2, sowie λc = 0
für c ∈ B2 \B1,2. Somit folgt auch λb = 0 für b ∈ B1,2.

4.3.2 Satz

Seien V ein K-Vektorraum, I eine Indexmenge und für jedes α ∈ I Uα ein Un-
tervektorraum von V mit Uα 6= {0}.

∑
α∈I Uα ist genau dann direkt, wenn sich

jeder von 0 verschiedene Vektor von
∑

α∈I Uα auf genau eine Weise in der Form
uα1 + . . . + uαr

mit paarweise verschiedenen Indizes α1, . . . , αr ∈ I und Vektoren
uαi

∈ Uαi
\ {0} (i = 1, . . . , r) schreiben lässt.

Beweis

Sei
∑

α∈I Uα direkt und
∑r

i=1 uαi =
∑s

i=1 vβi zwei entsprechende Darstellungen.
Gilt αi /∈ {β1, . . . , βs} für ein i ∈ {1, . . . , r}, so folgt

0 6= uαi
=

s∑
j=1

vβj
−

r∑
j=1
j 6=i

uαj
∈ Uαi

∩
∑
α∈I

α6=αi

Uα

im Widerspruch zur Direktheit der Summe. Also folgt r = s und bei geeigneter
Numerierung αi = βi für i = 1, . . . , r. Daher gilt für i = 1, . . . , r

uαi
− vαi

=
r∑

j=1
j 6=i

(vαj
− uαj

) ∈ Uαi
∩
∑
α∈I

α6=αi

Uα

also gilt uαi
= vαi

.
Ist andererseits

∑
α∈I Uα nicht direkt, dann gibt es ein α ∈ I mit

Uα ∩
∑

β∈I\{α}

Uβ 3 uα 6= 0

Also gibt es r ∈ N, β1, . . . , βr ∈ I \ {α} , Uβi
∈ Uβi

\ {0} für i = 1, . . . , r mit
uα =

∑r
i=1 uβi

; das sind zwei verschiedene Darstellungen.

4.3.3 Bemerkung

Sei V ein K-Vektorraum und M ⊂ V mit M 6= ∅ und 0 /∈ M . M ist genau dann
linear unabhängig, wenn

∑
v∈M Kv direkt ist. M ist genau dann eine Basis von V ,

wenn gilt V =
⊕

v∈M Kv.

Beweis

Die Behauptungen folgen aus (4.2.1) und (4.3.2).

Definition

Seien V ein K-Vektorraum und U,W Untervektorräume von V . W heißt Komple-
ment von U , falls V = U +W und U ∩W = {0}.
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Beispiel

(a) V = K2, U =
{(

a
0

)
: a ∈ K

}
,W1 =

{(
0
b

)
: b ∈ K

}
,W2 =

{(
c
c

)
: c ∈ K

}
. W1

und W2 sind Komplemente von U .

(b) {0} ist Komplement von V in V .

4.3.4 Satz

Seien V ein K-Vektorraum und U ein Untervektorraum. Dann besitzt U ein Kom-
plement in V .

Beweis

Folgt aus (4.2.5) und (4.3.3).



Kapitel 5

Lineare Abbildungen und
Matrizen

Bereits früher haben wir das Lösen eines linearen Gleichungssystems Ax = b implizit
als Frage aufgefasst, ob der Vektor b ∈ Km als Bild Ax eines Vektors x ∈ Kn

dargestellt werden kann, d.h. wir haben implizit die Abbildung x 7→ Ax betrachtet.
Eine geometrische Interpretation dieser Abbildung für spezielle Matrizen wurde in
H15, H20 gegeben (Drehung, Spiegelung). Es zeigt sich, dass diese Abbildungen
gerade den �Vektorraum-Homomorphismen� zwischen endlich - dimensionalen K-
Vektorräumen entsprechen.

5.1 Lineare Abbildungen

Definition

Seien K ein Körper und V,W K-Vektorräume. Eine Abbildung F : V → W heißt
linear (oder (Vektorraum-)Homomorphismus), wenn gilt:

(L1) u, v ∈ V ⇒ F (u+ v) = F (u) + F (v)

(L2) v ∈ V ∧ λ ∈ K ⇒ F (λv) = λF (v)

5.1.1 Bemerkung

Die Abbildung F : V →W ist genau dann linear, wenn gilt:

u, v ∈W ∧ λ, µ ∈ K ⇒ F (λu+ µv) = λF (u) + µF (v)

Beweis trivial.

Beispiele

(a) Sei A ∈ Km×n. Die Abbildung FA : Kn → Km, definiert durch FA(x) = Ax
ist linear.

(b) Die Abbildung F : Km×n → Kn×m sei definiert durch

(aij)i=1,...,m
j=1,...,n

7→ (aji)j=1,...,n
i=1,...,m

Dann ist F linear.

47
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(c) Seien V der R-Vektorraum der einmal stetig differenzierbaren Funktionen auf
einem (offenen) reellen Intervall I und W der R-Vektorraum der auf I stetigen
Funktionen. Dann ist die Abbildung F : V →W , definiert durch F (f) = f ′(=
d
dxf) linear.

(d) Analog zum obigen �Differentialoperator� ist (auf geeigneten Räumen) auch
der �Integraloperator� linear, denn∫

M

λf(x) + µg(x)dx = λ

∫
M

f(x)dx+ µ

∫
M

g(x)dx

Bezeichnung

Sei A ∈ Km×n. Dann wird mit F aus Beispiel (b) F (A) als AT bezeichnet und die
Transponierte von A genannt.

Definition

Sei F : V →W linear. F heißt (Vektorraum-)Isomorphismus, wenn F bijektiv ist.
Ist V = W , so heißt F Endomorphismus.
Gilt V = W und ist F bijektiv, so heißt F Automorphismus.

Beispiel

Die Transformation FA : R2 → R2, definiert durch x 7→ Ax mit A =
(

1 −1
1 1

)
ist li-

near. Ferner ist F surjektiv, denn der Zeilenrang von A ist 2 (vgl. (2.2.1) und (4.2)).
F ist injektiv, denn Ax = 0 hat nur die triviale Lösung x = 0. Also ist F ein Auto-
morphismus des R2. (vgl. (5.2.10)). Natürlich gilt Ax = x1

(
1
1

)
+x2

(−1
1

)
=
(
x1−x2
x1+x2

)
=

(x1−x2)
(
1
0

)
+(x1 +x2)

(
0
1

)
, d.h. die Koordinaten x eines Vektors bezüglich der Basis(

1
1

)
,
(−1

1

)
werden in die Koordinaten des selben Vektors bezüglich der kanonischen

Basis
(
1
0

)
,
(
0
1

)
überführt. FA beschreibt also eine Koordinatentransformation.

5.1.2 Lemma

Sei F : V →W linear. Dann gilt:

(i) n ∈ N ∧ v1, . . . , vn ∈ V ∧ λ1, . . . , λn ∈ K ⇒ F (
∑n

i=1 λivi) =
∑n

i=1 λiF (vi)

(ii) Sei I eine Indexmenge, vα ∈ V für α ∈ I und (vα)α∈I linear abhängig. Dann
ist (F (Vα))α∈I linear abhängig in W .

(iii) Seien V̄ Untervektorraum von V und W̄ Untervektorraum von W . Dann sind
F (V̄ ) ein Untervektorraum von W und das Urbild

F−1(W̄ ) =
{
v : v ∈ V ∧ F (v) ∈ W̄

}
ein Untervektorraum von V .

(iv) dim(F (V )) ≤ dimV

(v) Ist F bijektiv, so ist die Umkehrabbildung F−1 : W → V linear.
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Beweis

(i) Folgt aus (5.1.1) durch vollständige Induktion.

(ii)
∑n

i=1 λivi = 0
(L2)⇒ 0 = F (0) = F (

∑n
i=1 λivi) =

∑n
i=1 λiF (vi)

(iii) Wir überprüfen die Bedingungen von (4.1.3).
Wegen 0 ∈ V̄ gilt 0 = F (0) ∈ F (V̄ ) 6= ∅.
Seien w1, w2 ∈ F (v̄). Ferner seien v1, v2 ∈ V̄ mit wi = F (vi) (i = 1, 2). Dann
gilt w1 + w2 = F (v1) + F (v2) = F (v1 + v2) ∈ F (V̄ ).
Seien λ ∈ K,w ∈ F (V̄ ) und v ∈ V̄ mit w = F (v). Dann gilt λw = λF (v) =
F (λv) ∈ F (V̄ ).
Somit ist F (V̄ ) Untervektorraum von W . Die zweite Aussage folgt analog.

(iv) folgt aus (ii)

(v) Seien λ1, λ2 ∈ K,w1, w2 ∈ W und v1, v2 ∈ V mit wi = F (vi) (i = 1, 2). Dann
gilt vi = F−1(wi) (i = 1, 2) und es folgt aus F (λ1v1 + λ2v2) = λ1F (v1) +
λ2F (v2) = λ1w1 + λ2w2 durch Anwendung von F−1. F−1(λ1w1 + λ2w2) =
λ1v1 + λ2v2 = λ1F

−1(w1) + λ2F
−1(w2).

5.1.3 Lemma

Seien U, V,W K-Vektorräume und F : U → V,G : V → W linear. Dann ist auch
G ◦ F : U →W linear.

Beweis

(G ◦ F )(λ1u1 + λ2u2) = G(F (λ1u1 + λ2u2) =
G(λ1F (u1) + λ2F (u2)) = λ1G(F (u1)) + λ2G(F (u2)) =

λ1(G ◦ F )(u1) + λ2(G ◦ F )(u2)

5.1.4 Lemma

Seien V,W K-Vektorräume, F,G : V →W linear und λ ∈ K. Dann sind auch F+G
und λF linear.
Beweis trivial

Bezeichnung

HomK(V,W ) := {F : V →W : F ist linear}

Nullabbildung: 0

5.1.5 Korollar

HomK(V,W ) ist Untervektorraum von Abb(V,W ).

Bezeichnung

EndK(V ) := HomK(V, V ) bezeichnet die Menge der Endomorphismen von V .

Bemerkung

Nach (5.1.5) ist EndK(V ) ein Untervektorraum von Abb(V, V ); nach (5.1.4) können
wir auch noch die Komposition als Operation (Multiplikation) hinzunehmen, denn
F ·G = F ◦G ∈ EndK(V ), wenn F,G ∈ EndK(V ) sind.
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5.1.6 Bemerkung

Sei V ein K-Vektorraum. Dann ist (EndK(V ),+, ·) ein Ring.
Beweis trivial

5.2 Die Geometrie linearer Abbildungen und Glei-
chungssysteme

Definition

Sei F : V →W linear. Sei bild(F ) := F (V ) (das Bild von F ), für w ∈W F−1(w) :=
{v : v ∈ V ∧ F (v) = w} die Faser von w und kern(F ) := F−1(0) der Kern von F .

Hinweis

Nach (5.1.2(iii)) sind bild(F ) und kern(F ) Untervektorräume von W bzw. V .

5.2.1 Bemerkung

Sei F : V →W linear.

(i) F ist genau dann injektiv, wenn kern(F ) = {0}.

(ii) Seien F injektiv und v1, . . . , vr ∈ V linear unabhängig. Dann sind auch
F (v1), . . . , F (vr) linear unabhängig.

Beweis

(i) �⇒�: trivial
�⇐�: Seien v1, v2 ∈ V und F (v1) = F (v2). Dann gilt F (v1 − v2) = 0, d.h.
v1 − v2 ∈ kern(F ).

(ii) 0 =
∑n

i=1 λiF (vi) = F (
∑n

i=1 λivi)
(i)⇒
∑n

i=1 λivi = 0 ⇒ λ1 = . . . = λn = 0

Beispiele

A =
(

2 2
1 1

)
, B =

(
1 0 1
0 1 1

)
, FA : R2 → R2, FB : R3 → R2. Es ist:

• bild(FA) = R
(
2
1

)
• bild(FB) = R2, da B Zeilenrang 2 hat.

• kern(FA) = R
(

1
−1

)
• kern(FB) = R

 1
1
−1


• Sei b ∈ bild(FA). Dann gibt es ein λ ∈ R mit b =

(
2λ
λ

)
und es gilt F−1(b) =

F−1
(
2λ
λ

)
=
(
0
λ

)
+ kern(FA), d.h. die Fasern von b unter FA sind Geraden

parallel zum Kern von FA (s. Abbildung 5.1).

• Analog sind auch für FB die Fasern parallel zu kern(FB).
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kern(F A)

F−1(b)

1. Komponente

2. Komponente

Abbildung 5.1: Geometrische Interpretation von Kern und Fasern von FA

Beobachtung

dim(kernFA) + dim(bildFA) = dim(R2)

dim(kernFB) + dim(bildFB) = dim(R3)

In (5.2.7) werden wir sehen, dass das Spezialfälle einer allgemeinen Dimensionsfor-
mel sind.

5.2.2 Hinweis

Sei F : V →W linear. Dann ist⋃
w∈W

F−1(w) =
⋃

w∈bild(F )

F−1(w)

eine (disjunkte) Zerlegung von V in Mengen der Form u+ kern(F ).

Beweis

Seien w ∈ bild(F ) und u, v ∈ F−1(w). Dann gilt F (u) = F (v) = w, also v − u ∈
kern(F ); somit gilt F−1(w) ⊂ u + kern(F ). Trivialerweise gilt auch �⊃�, und es
folgt die Behauptung.

5.2.3 Korollar

Seien A ∈ Km×n, b ∈ Km, y ∈ Kn mit Ay = b. Dann gilt Lös(A, b) = y+ Lös(A, 0).

Beweis

Sei F : Kn → Km definiert durch F (x) = Ax. Dann gilt Lös(A, b) = F−1(b),
Lös(A, 0) = kern(F ).
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Sprechweise

Die allgemeine Lösung des (inhomogenen) Gleichungssystems Ax = b ergibt
sich als Summe einer (partikulären) Lösung und der allgemeinen Lösung des
homogenen Systems Ax = 0.
Aus (4.3.3) ergibt sich sofort der folgende Struktursatz:

5.2.4 Korollar

Unter den Voraussetzungen von (5.2.3) sei {w1, . . . , ws} eine Basis von Lös(A, 0).
Dann gilt Lös(A, b) = y +Kw1 + . . .+Kws.
Offenbar spielen �Parallelverschiebungen� von Untervektorräumen als Fasern, d.h
für die Lösung linearer Gleichungssysteme eine besondere Rolle:

Definition

Seien V ein K-Vektorraum und X ⊂ V . X heißt affiner Unterraum, falls es
einen Vektor v ∈ V und einen Untervektorraum U von V gibt mit X = v + U .

5.2.5 Lemma

Seien V ein K-Vektorraum, U, Ū Untervektorräume und v, v̄ ∈ V . Dann gilt v+U =
v̄ + Ū ⇔ U = Ū ∧ v − v̄ ∈ U .

Beweis

�⇐�: Sei u ∈ U mit v− v̄ = u. Dann gilt v+U = v̄+u+U , da U Untervektorraum
ist.
�⇒�: U = v̄ − v + Ū . Wegen 0 ∈ U ist v − v̄ ∈ Ū . Damit folgt U = Ū .
Zu einem gegebenen affinen Unterraum ist der zugehörige Untervektorraum U
(linearer Teilraum) eindeutig bestimmt, �der� Translationsvektor v aber
nur bis auf Summanden aus U .

Definition

Seien V ein K-Vektorraum, v ∈ V , U Untervektorraum und X = v + U . Dann sei
dimX := dimU die Dimension von X.
Affine Teilräume der Dimension 0, 1, 2 bzw. (dimV )−1 (falls V endlich - dimensional
ist) heißen Punkte, Geraden, Ebenen bzw. Hyperebenen.

5.2.6 Satz

Seien F : V → W linear und dimV < ∞, v1, . . . , vs eine Basis von kern(F ),
w1, . . . , wr eine Basis von bild(F ) und für i = 1, . . . , r ui ∈ F−1(wi). Dann bil-
den v1, . . . , vs, u1, . . . , ur eine Basis von V .

Beweis

Sei v ∈ V . Seien µ1, . . . , µr ∈ K mit F (w) =
∑r

i=1 µiwi. Ferner sei v̄ =
∑r

i=1 µiui.
Dann gilt v̄ ∈ V , F (v̄) =

∑r
i=1 µiF (ui) = F (v), also v − v̄ ∈ kern(F ). Es gibt

also λ1, . . . , λs ∈ K mit v − v̄ =
∑s

i=1 λivi. Somit v =
∑r

i=1 µiui +
∑s

i=1 λivi, d.h.
V = span {v1, . . . , vs, u1, . . . , ur}.
Gilt andererseits

∑s
i=1 λivi +

∑r
i=1 µiui = 0, so folgt F (

∑s
i=1 λivi +

∑r
i=1 µiui =∑r

i=1 µiF (ui) =
∑r

i=1 µiwi = 0, also µ1 = . . . = µr = 0. Es folgt
∑s

i=1 λivi = 0,
somit auch λ1 = . . . = λs = 0.
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5.2.7 Korollar

Seien F : V →W linear, dimV <∞. Dann gilt

dimV = dim (bildF ) + dim (kernF )

Bezeichnung

rangF := dim (bildF ) ist der Rang von F .

5.2.8 Korollar

Seien F : V →W linear, dimV <∞ und w ∈ bild(F ). Dann gilt

dim
(
F−1(w)

)
= dimV − rangF

Beweis

Die Aussage folgt aus (5.2.2) und (5.2.6).

5.2.9 Korollar

Seien V,W endlich - dimensionale K-Vektorräume. Dann existiert genau dann ein
Isomorphismus F : V →W , wenn dimV = dimW .

Beweis

Sei F ein Isomorphismus. Dann gilt W = bildF , kernF = {0} und die Behauptung
folgt aus (5.2.7).
Gilt umgekehrt dimV = dimW und sind v1, . . . , vn bzw. w1, . . . , wn Basen von V
bzw. W , so ist durch F (

∑n
i=1 λivi) :=

∑n
i=1 λiwi ein Isomorphismus gegeben.

5.2.10 Korollar

Seien V,W endlich - dimensionale K-Vektorräume, dimV = dimW und F : V →W
linear. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) F ist surjektiv.

(ii) F ist injektiv.

(iii) F ist bijektiv.

Beweis

Folgt unmittelbar aus (5.2.7) und (5.1.2).

5.2.11 Satz (Faktorisierung)

Seien V,W K-Vektorräume, u1, . . . , ur, v1, . . . , vs eine Basis von V mit kernF =
span {v1, . . . , v2} und setze U := span {u1, . . . , ur}. Dann gilt:

(i) V = U + kern(F ); U und kern(F ) sind Komplemente.

(ii) Die Einschränkung F |U : U → bild(F ) ist ein Isomorphismus.

(iii) Sei P : V → U die Projektion P (u+ v) := u für u ∈ U, v ∈ kern(F ), so gilt
F = F |U ◦ P .
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U1

kern(F)

a

P(a)

U2

kern(F)

a

P(a)

Beispiel

Seien

A =
(

2 2
1 1

)
, F (x) = Ax

Dann sind

bild(F ) = R
(

2
1

)
kern(F ) = R

(
1
−1

)
Wähle

U1 = R
(

1
0

)
, U2 = R

(
1
1

)
Es gilt dann

V = R2 = U1 ⊕ kern(F ) = U2 ⊕ kern(F )

Weiter ist

F |U1

(
λ
0

)
= λ

(
2
1

)
F |U1 : U1 → bild(F ) ist Isomorphismus

Ebenso ist auch F |U2

(
λ
λ

)
= λ

(
4
2

)
ein Isomorphismus.

a =
(
a1

a2

)
⇒ a = (a1 + a2)

(
1
0

)
+ (−a2)

(
1
−1

)
∈ U1 ⊕ kernF

a =
(
a1

a2

)
⇒ a =

1
2
(a1 + a2)

(
1
1

)
+

1
2
(a1 − a2)

(
1
−1

)
∈ U2 ⊕ kernF

Also:

P1(a) = (a1 + a2)
(

1
0

)
P2(a) =

1
2
(a1 + a2)

(
1
1

)

F |U1 ◦ P1(a) = FU1

(
a1 + a2

0

)
=
(

2(a1 + a2)
a1 + a2

)
= F (a)

F |U2 ◦ P2(a) = F (a)
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Also:

F−1 (F (a)) ∩ U1 = (a1 + a2)
(

1
0

)
= P1(a)

F−1 (F (a)) ∩ U2 = P2(a)

Bezeichnung

Die Umkehrabbildung (F |U )−1 : bild(F ) → U heißt Schnitt.
Wir betrachten jetzt noch einmal die in (2.2) hergeleiteten (aber für beliebige K

korrekten) Parametrisierungen Φ vor Lösungsmengen linearer Gleichungssysteme.

Erinnerung

Aus (2.2.1): r = Zeilenrang von A = Zeilenrang von (A, b).

ΦA,b : Kn−r → Kn

Φ

xr+1

...
xn

 =



x∗1
...
x∗r
xr+1

...
xn


mit

x∗r−l =
1

ar−l,r−l

br−l −
r∑

j=r−l+1

ar−l,jx
∗
j −

n∑
j=r+1

ar−l,jxj


für l = 0, . . . , r − 1. (Beachte: Die Pivotelemente stehen o.B.d.A. in den ersten r
Spalten.)

5.2.12 Hinweis

ΦA,0 : Kn−r → Lös(A, 0) ist ein Vektorraum - Isomorphismus.

Beweis

Die Linearität folgt aus der expliziten Darstellung von x∗1, . . . , x
∗
r , die Bijektivität

aus den Ergebnissen von Kapitel 2.

Definition

Seien V,W K-Vektorräume und ϕ : V → W . ϕ heißt affin, wenn es eine lineare
Abbildung F : V → W und einen Vektor a ∈ W gibt, so dass ϕ(v) = a+ F (v) für
alle v ∈ V . ϕ heißt außerdem affine Transformation, wenn ϕ affin und F ein
Isomorphismus ist.

5.2.13 Bemerkung

ΦA,b : Kn−r → Lös(A, b) ist eine affine Transformation.
Nach Kapitel 2 ist die Dimension von Lös(A, b) genau n − r. Nach (5.2.7) gilt

n = dimV = rangFA + dim (Lös(A, 0)) = rangFA + n − r und es ist rangFA = r
(vgl. (4.2)).
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Ist e1, . . . , en die kanonische Basis von Kn und bezeichnen a1, . . . , an die Spalten-
vektoren von A, so gilt

A

n∑
i=1

λiei =
n∑

i=1

λiAei =
n∑

i=1

λiai

d.h. die Spaltenvektoren erzeugen bildFA. Nach (4.2.3) gibt es somit eine Basis von
bildFA, die aus Spaltenvektoren von A besteht. Nach (4.2.2) ist daher der Spal-
tenrang von A, d.h. die maximale Anzahl linear unabhängiger Spaltenvektoren
gleich rangFA. Wir haben somit bewiesen:

5.2.14 Satz

Seien A ∈ Km×n und F : Kn → Km, definiert durch F (x) = Ax. Dann gilt:

Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A) = rangFA

Bezeichnung

Im Folgenden bezeichnen wir FA (oft) einfacher mit A, d.h. wir identifizieren die
Matrix A mit der durch sie induzierten Abbildung.

5.2.15 Korollar

Seien A ∈ Km×n, b ∈ Km. Dann ist Lös(A, b) 6= ∅ genau dann, wenn rang(A) =
rang(A, b) gilt.

Beweis

Folgt mit (5.2.14) aus (2.2.1).

5.2.16 Bemerkung

Seien A ∈ Km×n, b ∈ Km. Das Gleichungssystem Ax = b ist genau dann eindeutig
lösbar, wenn rang(A) = rang(A, b) = n gilt.

Beweis

Folgt aus (5.2.13), (5.2.14) und (5.2.15).

5.2.17 Korollar

Seien A ∈ Kn×n, b ∈ Kn und gelte rang(A) = n. Dann existiert die Umkehrabbil-
dung F−1

A von FA und F−1(b) ist die eindeutig bestimmte Lösung von Ax = b.

Beweis

Folgt aus (5.2.16) und (5.2.10).

5.3 Lineare Abbildungen und Matrizen

Die Abbildung F−1
A aus (5.2.17) ist nach (5.1.2) linear. Wir zeigen, dass zu dieser

Abbildung selbst wieder eine Matrix gehört. Genauer kann jede lineare Abbildung
zwischen endlich - dimensionalen Vektorräumen durch Matrizen dargestellt werden.
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5.3.1 Satz

Seien V,W endlich - dimensionale K-Vektorräume, r ∈ N und v1, . . . , vr ∈ V ,
w1, . . . , wr ∈W .

(i) Sind v1, . . . , vr linear unabhängig, so existiert eine lineare Abbildung F : V →
W mit F (vi) = wi für i = 1, . . . , r.

(ii) Ist {v1, . . . , vr} eine Basis von V , so gibt es genau eine lineare Abbildung
F : V →W gemäß (i). Es gilt: bild(F ) = span {w1, . . . , wr}. F ist genau dann
injektiv, wenn w1, . . . , wr linear unabhängig sind.

Beweis

(ii) Analog zur Konstruktion im Beweis von (5.2.9) setzen wir

F

(
r∑

i=1

λivi

)
:=

r∑
i=1

λiwi

Dann hat F die gewünschten Eigenschaften. Sei F̂ eine weitere linear Abbil-
dung mit F̂ (vi) = wi für i = 1, . . . , r. Dann folgt ebenfalls

F̂

(
r∑

i=1

λivi

)
=

r∑
i=1

λiF̂ (vi) =
r∑

i=1

λiwi

d.h. F = F̂ .
Natürlich gilt bildF ⊂ span {w1, . . . , wr}. Ist andererseits w =

∑r
i=1 µiwi, so

folgt

F

(
r∑

i=1

µivi

)
=

r∑
i=1

µiF (vi) =
r∑

i=1

µiwi = w

d.h. es gilt auch die umgekehrte Inklusion.
F ist genau dann injektiv, wenn kernF = {0} ist (5.2.1). Aus (5.2.7) folgt
dimV = dim (span {w1, . . . , wr}) genau dann, wenn F injektiv ist und es gilt
dim (span {w1, . . . , wr}) = r genau dann, wenn w1, . . . , wr linear unabhängig
sind.

(i) Wir ergänzen v1, . . . , vr gemäß (4.2.5) durch Hinzunahme von entsprechenden
Vektoren vr+1, . . . , vn zu einer Basis von V und wählen wr+1, . . . , wn beliebig.
Die Aussage folgt aus (ii).

5.3.2 Korollar

Seien V ein K-Vektorraum und B = {v1, . . . , vr} eine Basis. Dann gibt es genau
einen Isomorphismus ΦB : Kn → V mit ΦB(ei) = v1 für i = 1, . . . , n (ei ist der i-te
Koordinatenvektor).

Bezeichnung

ΦB heißt Koordinatensystem.
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Beispiele

(a) V = span
{(

2
1

)
,

(
−1
2

)}
ΦB

((
1
0

))
=
(

2
1

)
,ΦB

((
0
1

))
=
(
−1
2

)
.

Dann gilt ΦB

((
x1

x2

))
= x1

(
2
1

)
+x2

(
−1
2

)
, d.h. mit x =

(
x1

x2

)
gilt ΦB(x) =(

2 −1
1 2

)(
x1

x2

)
(vgl. Beispiel vor (5.1.2)).

(b) F : Kn → Km, setze F (ej) = aj , A = (a1, . . . , an). Dann ist der Koordina-
tenvektor Ax das Bild des Koordinatenvektors x unter F .

Da die linearen Abbildungen durch ihr Wirken auf eine Basis des Urbildraumes
bestimmt sind, können sie durch Matrizen beschrieben werden.

5.3.3 Satz

Seien V,W K-Vektorräume, BV = {v1, . . . , vn} Basis von V , BW = {w1, . . . , wm}
Basis von W und sei F : V → W linear. Dann gibt es genau eine Matrix A =
MBV

BW
(F ) = (aij)i=1,...,m

j=1,...,n
∈ Km×n mit folgender Eigenschaft:

Seien v ∈ V, x1, . . . , xn, y1, . . . , ym ∈ K mit v =
∑n

j=1 xjvj , F (v) =
∑m

i=1 yiwi und

setze x =

x1

...
xn

 , y =

 y1
...
ym

. Dann gilt Ax = y.

Beweis

Für i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n sei aij ∈ K, so dass

F (vj) =
m∑

i=1

aijwi für j = 1, . . . , n

Es folgt F (v) =
∑n

j=1 xjF (vj) =
∑n

j=1 xj

∑m
i=1 aijwi =

∑m
i=1

(∑n
j=1 aijxj

)
wi,

also Ax = y.
Der Koordinatenvektor x von v in der Basis BV wird durch A in den Koordina-
tenvektor von F (v) in der Basis BW überführt. Nach (4.2.1) ist für jedes x Ax
eindeutig. Wählt man die kanonischen Basisvektoren in Kn und Km, so folgt die
Behauptung.

5.3.4 Satz

Unter den Voraussetzungen und mit den Bedinungen von (5.3.3) gilt: Die Abbildung
Φ = ΦBV ,BW

: HomK(V,W ) → Km×n, definiert durch F 7→ ABV

BW
(F ) ist ein

Vektorraum - Isomorphismus.

Beweis

Seien F,G ∈ HomK(V,W ), (aij) bzw. (bij) die nach (5.3.3) jeweis zugehörige Matrix
und λ, µ ∈ K. Dann gilt (λF + µG)(vj) = λF (vj) + µG(vj) = λ

∑m
i=1 aijwi +

µ
∑m

i=1 bijwi =
∑m

i=1(λaij + µbij)wi, also ist (λaij + µbij)i=1,...,m
j=1,...,n

die (λF + µG)

zugeordnete Matrix. Die Bijektivität folgt aus (5.3.1).
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Bemerkung

(5.3.4) zeigt, dass nach Festlegung von Basen BV , BW lineare Abbildungen und Ma-
trizen identifiziert werden können. Unterschiedliche Basen führen aber bei gleicher
Abbildung i.a. zu verschiedenen Matrizen und umgekehrt.

Fragen

(1) Wie ändert sich MBV

BW
(F ) bei Übergang zu anderen Basen?

(2) Kann man Basen BV , BW so wählen, dass die Matrix MBV

BW
(F ) besonders

�einfach� wird?

Beispiel

Wie sieht eigentlich MBV

BW
(F ) aus, wenn die Basen aus (5.2.6) gewählt werden?

Seien v1, . . . , vn−r Basis von kernF , w1, . . . , wr Basis von bildF und für i = 1, . . . , r
sei ui ∈ F−1(wi). Es ist BV = {u1, . . . , ur, v1, . . . , vn−r}. Es gilt also F (uj) = wj

für j = 1, . . . , r, F (vj) = 0 für alle j = 1, . . . , n − r. Wir ergänzen w1, . . . , wr zu
einer Basis BW von W . Dann hat MBV

BW
die Gestalt

1 0 . . . 0 0 . . . 0

0 1
...

...
...

...
. . . 0

...
...

0 . . . 0 1 0
...

...
...

...
0 . . . . . . . . . 0 . . . 0



ist also von der Form
(
IR 0
0 0

)
, wobei IR =

1 0
. . .

0 1

 die r×r - Einheitsmatrix

und 0 Nullmatrizen bezeichnet. Diese Darstellung spiegelt auch die Strukturaussa-
gen von (5.2.11) wieder.
Wenn wir also die volle Freiheit bei der Wahl der Basen haben, so kann man die zu
einer linearen Abbildung gehörende Matrix sehr einfach machen. Betrachtet man
Endomorphismen F : V → V und verlangt, dass die im Urbild- und Bildraum
gewählten Basen übereinstimmen, so kann man i.a. keine so einfache Gestalt erwar-
ten. Andererseits enthält die Matrix �mehr Informationen� über F .

Beispiel

V = R2 = span {e1, e2} , F (e1) = 4e1 + e2, F (e2) = −e1 + 2e2.

Zugehörige Matrix:
(

4 −1
1 2

)
.

Seien v1 =
(

1
1

)
, v2 =

(
0
1

)
und BV = {v1, v2}. Dann gilt F (v1) =

(
3
3

)
, F (v2) =(

−1
2

)
= −v1 + 3v2.

Die bezüglich BV (im Urbild- und Bildraum) zugehörige Matrix ist
(

3 −1
0 3

)
.

Wieso ist der Koeffizient a21 gleich 0?
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5.3.5 Bemerkung

Seien V ein K-Vektorraum, v1, . . . , vr eine Basis, F : V → V linear und A =
(aij)i,j=1,...,n die zugehörige Matrix. Dann gilt a21 = . . . = an1 = 0 genau dann,
wenn F (v1) = a11v1 ist.

Beweis

Gilt F (v1) = a11v1, so ist der erste Spaltenvektor von A nach (5.3.3) gerade

a11


1
0
...
0

. Hat andererseits der erste Spaltenvektor diese Gestalt, so folgt F (v1) =

∑n
i=1 ai1vi = a11v1.

Definition

Seien V ein K-Vektorraum, λ ∈ K, F ∈ EndK(V ). λ heißt Eigenwert von F , wenn
es ein v ∈ V \ {0} gibt mit F (v) = λv. Jeder solche Vektor v heißt Eigenvektor
von F (zum Eigenwert λ).

Beachte

λ ist beliebig, aber v 6= 0, da F (0) = 0 keine �neue Strukturaussage� ist.

Hinweis

Da für Eigenvektoren v 6= 0 vorausgesetzt ist, gibt es eine Basis von V , die einen
gegebenen Eigenvektor enthält; wir können also die Situation von (5.3.5) erreichen.

Bemerkung

Ist v ein Eigenvektor und der zugehörige Eigenwert λ 6= 0, so gilt F (span {v}) =
span {v}, d.h. F lässt die Gerade Kv invariant. Auf Kv wirkt F lediglich als Stre-
ckung oder Stauchung bzw. Spiegelung.

Fragen

(1) Wann besitzt ein Endomorphismus Eigenwerte?

(2) Welche Endomorphismen sind �diagonalisierbar�, können also in die Formλ1 0
. . .

0 λn

 gebracht werden?

Das gilt nach (5.3.3) offenbar genau dann, wenn es eine Basis aus Eigenvek-
toren gibt.

(3) Wie kann man Eigenwerte (und Eigenvektoren) bestimmen? (Av = λv: Glei-
chungssystem in v, λ; nicht linear)

Diese Fragen werden in Kapitel 7 diskutiert, in Kapitel 6 werden wesentliche Hilfs-
mittel zur Verfügung gestellt.

Im Folgenden: Was geschieht bei Komposition linearer Abbildungen mit den
zugehörigen Matrizen und was bei Bildung der Umkehrfunktion?
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5.3.6 Satz

Seien U, V,W K-Vektorräume mit Basen BU = {u1, . . . , ur} , BV = {v1, . . . , vr},
BW = {w1, . . . , wt}, F : U → V,G : V → W linear, A = (akj)k=1,...,s

j=1,...,r
= MBU

BV
(F ),

B = (bik) i=1,...,t
k=1,...,s

= MBV

BW
(G) und C = MBU

BW
(G ◦ F ). Dann ist C = (cij) ∈ Kt×r

und es gilt

cij =
s∑

k=1

bikakj

Beweis

Nach (5.3.3) sind die Koeffizienten c1j , . . . , ctj die Koordinaten von (G ◦F )(uj) für
j = 1, . . . , r, d.h. C ∈ Kt×r.
Nach Voraussetzung gilt:

F (uj) =
s∑

k=1

akjvk (j = 1, . . . , r)

G(vk) =
r∑

i=1

bikwi (k = 1, . . . , s)

Somit gilt für j = 1, . . . , r:

(G ◦ F )(uj) =
s∑

k=1

akj

t∑
i=1

bikwi =
t∑

i=1

(
s∑

k=1

bikakj

)
︸ ︷︷ ︸

cij

wi

und es folgt die Behauptung.

Beachte

Dieses entspricht für 2× 2 - Matrizen genau der Matrix-Multiplikation aus (1.2).

Definition

Seien r, s, t ∈ N. Dann sei · : Kt×s×Ks×r → Kt×r definiert durch B ·A = C, wobei
A = (akj) ∈ Ks×r, B = (bik) ∈ Kt×s und C = (cij) ∈ Kt×r mit cij =

∑s
k=1 bikakj

für i = 1, . . . , t, j = 1, . . . , r.

Beachte

Bei der Matrix-Multiplikation B · A muss die Spaltenanzahl von B mit der Zeilen-
anzahl von A übereinstimmen.

Beispiel

(
0 1 2 1 0
1 2 1 0 1

)
·


2 4 0
3 0 0
1 0 7
1 1 1
0 0 0

 =
(

6 1 15
9 4 7

)
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Bemerkung

Die Multiplikation �2× 5 - Matrix� mal �5× 3 - Matrix� ist definiert nicht aber
die Multiplikation einer 5× 3 - Matrix mit einer 2× 5 - Matrix.

Beispiele

• Für quadratische Matrizen A,B ∈ Kn×n sind A · B und B · A definiert,
stimmen aber i.a. nicht überein.(

1 1
0 1

)
·
(

0 1
1 1

)
=
(

1 2
1 1

)
(

0 1
1 1

)
·
(

1 1
0 1

)
=
(

0 1
1 2

)
Selbst für quadratische Matrizen ist die Multiplikation i.a. nicht kommutativ.

• Die Matrix-Multiplikation ist i.a. nicht nullteilerfrei.(
0 1
0 0

)
·
(

0 1
0 0

)
=
(

0 0
0 0

)
(
1 1

)
·
(

1
−1

)
= 0

Bemerkung

Gilt A ∈ Km×n, x ∈ Kn×1 = Kn, dann stimmt die Definition von Ax aus (1.1)
mit der oben gegebenen überein. Man kann n × 1 - Matrizen also mit (Spalten-)
Vektoren und 1× n - Matrizen mit Zeilenvektoren identifizieren.

Beispiele

• Vektorprodukte: Seien A ∈ K1×n, B ∈ Kn×1. Dann ist A ·B ∈ K1×1 = K das
Skalarprodukt und B ·A ∈ Kn×n.

(
1 2 0 1

)
·


0
1
−1
0

 = 2


0
1
−1
0

 ·
(
1 2 0 1

)
=


0 0 0 0
1 2 0 1
−1 −2 0 −1
0 0 0 0


• Kettenregel für f ◦ g mit f : Rs → Rt, g : Rr → Rs differenzierbar (Jakobi -

Matrizen).

5.3.7 Lemma: Rechenregeln für Matrizen

(i) Distributivgesetz

A ∈ Km×n ∧B1, B2 ∈ Kn×r ⇒ A · (B1 +B2) = A ·B1 +A ·B2

A1, A2 ∈ Km×n ∧B ∈ Kn×r ⇒ (A1 +A2) ·B = A1 ·B +A2 ·B

(ii) A ∈ Km×n ∧B ∈ Kn×r ∧ λ ∈ K ⇒ A · (λB) = (λA) ·B = λ(A ·B)
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(iii) Assoziativgesetz

A ∈ Km×n ∧B ∈ Kn×r ∧ C ∈ Kr×s ⇒ (A ·B) · C = A · (B · C)

(iv) A ∈ Km×n ∧B ∈ Kn×r ⇒ (A ·B)T = BT ·AT

(v) Neutralität der passenden Einheitsmatrix

A ∈ Km×n ⇒ Im ·A = A · In = A

Beweis

Durch Nachrechnen oder einfacher mit Hilfe von (5.3.4) und (5.3.6).

Bezeichnung

A ·B wird kürzer AB geschrieben, ebenso λAB statt λ(AB) und ABC statt A(BC)
bzw. (AB)C.

5.3.8 Korollar

(Kn×n,+, ·) ist ein Ring.

Beweis

Folgt aus (4.1.1) und (5.3.7).

5.3.9 Bemerkung

Seien V,W K-Vektorräume, BV = {v1, . . . , vn}, BW = {w1, . . . , wn} Basen von V
bzw. W , F : V →W , G : W → V Isomorphismen, A = MBV

BW
(F ), B = MBW

BV
(G).

Dann gilt G ◦ F = idV genau dann, wenn BA = In ist.

Beweis

Nach (5.3.6) ist BA = MBV

BV
(G ◦ F ). Nach (5.3.3) ist die j-te Spalte von BA der

Koordinatenvektor von G ◦ F (vj) in der Basis BV . Hieraus folgt die Behauptung.

Bemerkung

Natürlich gilt F−1 ◦ F = idV , F ◦ F−1 = idW (vgl. (3.1.4)). Also kommutieren die
zugehörigen Matrizen bei Endomorphismen.

Definition

Es sei A ∈ Kn×n. A heißt invertierbar, wenn es ein Â ∈ Kn×n gibt mit
AÂ = ÂA = In.
Sei GL(n,K) := {A : A ∈ Kn×n ∧A ist invertierbar}. Dann heißt (GL(n,K), ·)
allgemeine lineare Gruppe.

5.3.10 Hinweis

(GL(n,K), ·) ist eine Gruppe.
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Beweis

Wir zeigen, dass A,B ∈ GL(n,K) auch AB ∈ GL(n,K) impliziert. Der Rest der
Behauptung ist trivial.
Seien A,B ∈ GL(n,K) und Â, B̂ ∈ GL(n,K) mit ÂA = B̂B = In. Dann gilt
(B̂Â)(AB) = B̂(ÂA)B = B̂B = In.

Bezeichnung

Es sei A ∈ GL(n,K). A−1 bezeichnet die zu A inverse Matrix, d.h. AA−1 = A−1A =
In.

Hinweis

Rechenregeln für inverse Matrizen gelten gemäß (3.1.5), (3.1.7) und (3.1.8).

5.3.11 Hinweis

Sei A ∈ Kn×n. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) A ist invertierbar.

(ii) AT ist invertierbar.

(iii) rang(A) = n

Ferner gilt
(
A−1

)T =
(
AT
)−1.

Berechnung von A−1

Sei A ∈ Kn×n mit rang(A) = n. Dann existiert die inverse Matrix A−1. Wir setzen

A−1 = X = (xij)i,j=1,...,n, xj =

x1j

...
xnj

 für j = 1, . . . , n. Dann gilt AX = In,

also für j = 1, . . . , n Axj = ej . Zur Bestimmung von A−1 sind somit diese n
Gleichungssysteme zu lösen. Das erfolgt am Einfachsten simultan und vollständig
(vgl. (2.3.3)), d.h. (A, In) wird durch elementare Zeilenoperationen in

(
In, A

−1
)

überführt.

Beispiel

1 2 1
0 1 3
1 1 1

∣∣∣∣∣1 0 0
0 1 0
0 0 1

→

1 2 1
0 1 3
0 −1 0

∣∣∣∣∣ 1 0 0
0 1 0
−1 0 1

→

1 2 1
0 0 3
0 1 0

∣∣∣∣∣ 1 0 0
−1 1 1
1 0 −1

→

1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣−
2
3 − 1

3
5
3

1 0 −1
− 1

3
1
3

1
3



d.h. die Inverse zu

1 2 1
0 1 3
1 1 1

 ist 1
3

−2 1 5
3 0 −3
−1 1 1

.
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Bemerkung

Elementare Zeilenoperationen lassen sich mit Hilfe von Matrizenmultiplikation be-
schreiben. Seien A ∈ Kn×n und a1, . . . , an seien die Zeilenvektoren von A. Ferner
sei λ ∈ K. Dann gilt 

1
λ 1 0

0
. . .

1



a1

a2

...
an

 =


a1

λa1 + a2

...
an


d.h. die Multiplikation von A mit der angegebenen �Elementarmatrix� führt zur
Addition des λ - fachen der ersten Zeile zur zweiten.
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Kapitel 6

Determinanten

Die Determinantenabbildung det ist eine Funktion det : Kn×n → K (bzw. det :
V × . . .× V → K), ordnet also einer n× n - Matrix ein Körperelement zu. Sie tritt
beim Lösen von Gleichungssystemen auf (�Cramersche Regel�), bei der Volumen-
berechnung (�Gramsche Determinante�) und ist zentral für die Bestimmung von
Eigenwerten. (�charakteristisches Polynom�).

6.1 Einführung

Fragen

(1) Seien A ∈ GL(n,K), b ∈ Kn. Kann man die Lösung von Ax = b explizit als
Funktion (der Einträge) von A und b angeben? Da A−1b = x ist, heißt das
auch:

(2) Kann man A−1 explizit als Funktion von A darstellen?

Wir betrachten als Beispiel das allgemeine 2× 2 - System.{
a11x1 + a12x2 = b1 (I)
a21x1 + a22x2 = b2 (II){
(a11a22 − a12a21)x1 = a22b1 − a12b2 a22(I)− a12(II)
(a11a22 − a12a21)x2 = a11b2 − a21b1 a11(II)− a21(I)

Man beachte, dass der Übergang von ersten zum zweiten System beschrieben wird
durch (

a22 −a12

−a21 a11

)(
a11 a12

a21 a22

)(
x1

x2

)
=
(
a22 −a12

−a21 a11

)(
b1
b2

)
d.h. Lös(A, b) wird genau dann nicht verändert, wenn rang

(
a22 −a12

−a21 a11

)
= 2 ist

und das ist äquivalent zu rang(A) = 2. Die Rangbedingung ist genau dann erfüllt,
wenn a11a22 − a12a21 6= 0 ist. In diesem Fall können wir nach x1, x2 auflösen.

Bezeichnung

Sei A = (aij)i,j=1,2 ∈ K2×2. Dann heißt det(A) =
∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ := a11a22 − a12a21

Determinante von A.

67
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b

a

b’

h

F

h’

a’

1

1 F’

Abbildung 6.1: zur Fläche eines Parallelogramms

6.1.1 Hinweis

Seien A ∈ K2×2, b ∈ K2. Das Gleichungssystem Ax = b ist genau dann eindeutig
lösbar, wenn det(A) 6= 0 gilt. In diesem Fall gilt

x1 =

∣∣∣∣b1 a12

b2 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ x2 =

∣∣∣∣a11 b1
a21 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣
(Spezialfall n = 2 der Cramerschen Regel).
Übung: Wie sieht in dieser Schreibweise A−1 aus?

6.1.2 Hinweis

Sei A ∈ K2×2. rang(A) ist genau dann kleiner 2, wenn det(A) = 0 ist.

6.1.3 Korollar

Seien A ∈ K2×2, λ ∈ K. λ ist genau dann Eigenwert von A, wenn det(A− λI2) = 0
gilt.

Beachte ∣∣∣∣a11 − λ a12

a21 a22 − λ

∣∣∣∣ = (a11 − λ)(a22 − λ)− a12a21 =

= a11a22 − a12a21 − λ(a11 + a22) + λ2

Mit der Bezeichnung spur(A) = a11 + a22 ist ein Eigenwert λ also Nullstelle des
charakteristischen Polynoms x2−spur(A)x+det(A). Eigenwerte zu berechnen
bedeutet Nullstellen des charakteristischen Polynoms zu bestimmen.

Beispiel

Flächeninhalt eines Parallelogramms (s. Abbildung 6.1)
Seien α der Winkel zwischen der horizontalen Achse und dem Vektor a, β der



6.2. PERMUTATION 69

Winkel zwischen der horizontalen Achse und dem Vektor b, h die Höhe und nach
Voraussetzung 0 ≤ β − α ≤ π.

Weiter seien a =
(
a1

a2

)
= %

(
cosα
sinα

)
, b =

(
b1
b2

)
= σ

(
cosβ
sinβ

)
. Dann ist F = h% (→

Calvalieri, Fubini).

h′ = sin(β − α)

a′ =
(

cosα
sinα

)
b′ =

(
cosβ
sinβ

)
Es gilt F = %σF ′ = %σ sin(β − α). Wegen

sin(β − α) = sinβ cosα− sinα cosβ =
∣∣∣∣cosα cosβ
sinα sinβ

∣∣∣∣
gilt

F = %σ

∣∣∣∣cosα cosβ
sinα sinβ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣% cosα σ cosβ
% sinα σ sinβ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣
6.2 Permutation

Erinnerung und Bezeichnung

Sei X = {1, . . . , n}, dann sei Sn := S(X), d.h. Sn bezeichne die Menge aller bi-
jektiven Abbildungen π : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}. Die Elemente von Sn heißen
Permutationen. (Sn, ◦) ist die symmetrische Gruppe. Die Ordnung |Sn| von
Sn, d.h. die Anzahl der Elemente von Sn ist n!.

Schreibweisen:
(

1 . . . n
π(1) . . . π(n)

)
oder kürzer (π(1), . . . , π(n)).

Seien π ∈ Sn und i ∈ X. Dann heißt i genau dann Fixpunkt von π, wenn π(i) = i
gilt. Verkürzte Schreibweise: Sei I ⊂ X und alle i ∈ X \ I seien Fixpunkte von π.
Dann schreibt man auch (π(i) : i ∈ I) statt (π(i) : i ∈ X).

Beispiel

(2, 1) ∈ S3 bedeutet (2, 1, 3).
(4, 2) ∈ S5 bedeutet (1, 4, 3, 2, 5).

Definition

Seien n ≥ 2 und π ∈ Sn. π heißt Transposition, wenn i, j ∈ {1, . . . , n} mit i < j
und π = (j, i).

6.2.1 Satz

Seien n ≥ 2 und π ∈ Sn. Dann ist π Produkt endlich vieler Transpositionen.

Beweis

(vollständige Induktion über n)
S2 = {id, (2, 1)}. Es gilt (2, 1)(2, 1) = id, d.h. S2 wird durch die Transposition (2, 1)
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erzeugt.
Für i = 1, . . . , n− 1 sei πi = (n, i). Dann gilt

Sn = Sn−1 ∪
n−1⋃
i=1

πiSn−1

wobei Sn−1 als Teilmenge von Sn aufgefasst wird, deren Elemente n fix lassen. Die
Behauptung folgt aus der Induktionsannahme.

Beispiel

π = (3, 1, 2) ∈ S3. Dann gilt π = (2, 1)(3, 1) = (3, 1)(3, 2)(5, 4)(5, 4), d.h. die Dar-
stellungen gemäß (6.2.1) sind nicht eindeutig. Die Anzahl der benötigten Permuta-
tionen ist aber in beiden Fällen gerade.

Definition

Seien π ∈ Sn, i, j ∈ {1, . . . , n}. Das Paar (i, j) heißt Fehlstand von π, wenn i ≤ j,
aber π(i) > π(j).
Das Signum sign(π) ist definiert durch sign(π) = (−1)α(π), wobei α(π) die Anzahl
der Fehlstände von π ist. π heißt gerade, wenn sign(π) = 1 ist und ungerade,
wenn sign(π) = −1 ist.

Beispiel

Sei π = (3, 1, 2) ∈ S3.

1 2 → 3 1 → Fehlstand
1 3 → 3 2 → Fehlstand

2 3 → 1 2

Also: sign(π) = (−1)2 = 1; π ist eine gerade Permutation.

6.2.2 Lemma

Seien n ≥ 2 und π ∈ Sn. Dann gilt

sign(π) =
n∏

i,j=1
i<j

π(j)− π(i)
j − i

Beachte

Da π : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} bijektiv ist, stehen im Zähler und im Nenner die
selben Differenzen - bis auf die Vorzeichen.

Beweis

Sei α die Anzahl der Fehlstände von π. Dann gilt∏
i<j

(π (j)− π (i)) =
∏
i<j

π(i)<π(j)

(π (j)− π (i)) · (−1)α
∏
i<j

π(i)>π(j)

|π (j)− π (i)| =

(−1)α
∏
i<j

|π (j)− π (i)| = (−1)α
∏
i<j

(j − i)



6.2. PERMUTATION 71

6.2.3 Satz

Seien π, σ ∈ Sn. Dann gilt

(i) sign
(
π−1

)
= sign(π)

(ii) sign (πσ) = sign(π) sign(σ)

Beweis

(i) folgt aus (ii)

(ii) Nach (6.2.2) gilt

sign (πσ) =
∏
i<j

π (σ (i))− π (σ (j))
j − i

=

∏
i<j

π (σ (i))− π (σ (j))
σ (j)− σ (i)

· σ (j)− σ (i)
j − i

=

sign (σ)
∏
i<j

π (σ (i))− π (σ (j))
σ (j)− σ (i)

=

sign (σ)
∏
i<j

σ(i)<σ(j)

π (σ (i))− π (σ (j))
σ (j)− σ (i)

∏
i<j

σ(i)>σ(j)

π (σ (i))− π (σ (j))
σ (j)− σ (i)

=

sign (σ)
∏
i<j

σ(i)<σ(j)

π (σ (i))− π (σ (j))
σ (j)− σ (i)

∏
i>j

σ(i)<σ(j)

π (σ (i))− π (σ (j))
σ (j)− σ (i)

=

sign (σ)
∏

σ(i)<σ(j)

π (σ (i))− π (σ (j))
σ (j)− σ (i)

= sign (σ) sign (π)

6.2.4 Korollar

Sei π ∈ Sn Produkt von k Transpositionen. Dann gilt sign(π) = (−1)k.

Beweis

Es reicht zu zeigen, dass für eine Transposition τ ∈ Sn sign(τ) = −1 gilt. Der Rest
folgt aus (6.2.3(ii)).
Seien i, j ∈ {1, . . . , n} , i < j, τ = (j, i). Dann gibt es genau die folgenden Fehlstände:

• {j, k} mit k ∈ {i+ 1, . . . , j − 1}

• {j, i}

• {k, i} mit k ∈ {i+ 1, . . . , j − 1}

Die Anzahl der Fehlstände ist also ungerade.

Bezeichnung

An := {π ∈ Sn : sign(π) = 1}
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6.2.5 Hinweis

An ist eine Untergruppe von Sn: die alternierende Gruppe.

6.2.6 Bemerkung

Sei n ≥ 2 und τ ∈ Sn mit sign(τ) = −1. Dann gilt Sn = An ∪ τAn, An ∩ τAn = ∅
und ferner |an| = 1

2n!.

Beweis

Sei π ∈ Sn mit sign(π) = −1. Dann gilt nach (6.2.3) sign
(
τ−1π

)
= 1, d.h. π ∈ τAn.

Da An die geraden und τAn die ungeraden Permutationen enthält, gilt natürlich
An ∩ τAn = ∅. Wegen |Sn| = n! folgt die Behauptung.

6.3 Multilineare Abbildungen und Determinanten-
formen

Definition

Seien V1, . . . , Vr,W K-Vektorräume und F : V1 × . . . × Vr → W . F heißt r-fach
linear oder r-multilinear, wenn für jedes i ∈ {1, . . . , r} und jede Wahl von
vj ∈ Vj für j ∈ {1, . . . , r} \ {i} die Abbildung Fi : Vi → W , definiert durch
Fi(v) := F (v1, . . . , vi−1, v, vi+1, . . . , vr) für v ∈ V linear ist. Gilt V1 = . . . = Vr

und W = K, so heißt eine multilineare Abbildung auch r-fache Linearform
oder r-Multilinearform, für r = 2 Bilinearform.

Hinweis

F : K2 ×K2 → K, definiert durch F

((
a11

a21

)
,

(
a12

a22

))
:=
∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣, ist Bilinear-

form.

Definition

Seien V ein K-Vektorraum und F : V r → K eine r-Multilinearform. F heißt al-
ternierend, wenn für jedes i ∈ {1, . . . , r − 1} und jede Wahl von a1, . . . , ai−1,
ai+2, . . . , ar, a, b ∈ V gilt:

F (a1, . . . , ai−1, a, b, ai+1, . . . , ar) = −F (a1, . . . , ai−1, b, a, ai+1, . . . , ar)

Hinweis ∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21 = −
∣∣∣∣a12 a11

a22 a21

∣∣∣∣
6.3.1 Lemma

Sei F : V r → K multilinear. F ist genau dann alternierend, wenn gilt

a1, . . . , ar linear abhängig ⇒ F (a1, . . . , ar) = 0
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Beweis

�⇐�: Seien a, b, a1, . . . , ai−1, ai+2, . . . , ar ∈ V . Dann gilt

0 = F (a1, . . . , ai−1, a+ b, a+ b, ai+2, . . . , ar) =
F (. . . , a, a, . . .) + F (. . . , a, b, . . .) + F (. . . , b, a, . . .) + F (. . . , b, b, . . .) =
F (. . . , a, b, . . .) + F (. . . , b, a, . . .)

�⇒�: Seien a1, . . . , ar linear abhängig. Dann gibt es λ1, . . . , λr, nicht alle 0, mit∑r
i=1 λiai = 0. Sei i0 ∈ {1, . . . , r} mit λi0 6= 0. Dann gilt ai0 =

∑r
i=1
i 6=i0

µiai mit

µi = − λi

λi0
. Aus der Multilinearität von F folgt

F (a1, . . . , ar) =
r∑

i=1
i 6=i0

µiF (a1, . . . , ai0−1, ai, ai0+1, . . . , ar)

Es reicht also zu zeigen, dass F (. . . , a, . . . , a, . . .) = 0 ist. Durch sukzessives Ver-
tauschen des linken a mit seinem rechten Nachbarn ergibt sich, dass es reicht,
F (. . . , a, a, . . .) = 0 zu zeigen.
Nach Definition ist aber F (. . . , a, a, . . .) = −F (. . . , a, a, . . .) und es folgt die Be-
hauptung.

6.3.2 Lemma

Seien F : V r → K multilinear und alternierend und π ∈ Sn. Dann gilt für alle
a1, . . . , ar ∈ V :

F
(
aπ(1), . . . , aπ(r)

)
= sign(π)F (a1, . . . , ar)

Beweis

Für r = 1 ist die Behauptung trivial. Sei also r ≥ 2. Nach (6.2.1) und (6.2.3(ii))
reicht es, die Behauptung für Transpositionen zu zeigen.
Seien also i, j ∈ {1, . . . , r} mit i < j und τ = (j, i). Dann gilt

0 =F (. . . , (ai + aj), . . . , (ai + aj), . . .) =
F (. . . , ai, . . . , aj , . . .) + f(. . . , aj , . . . , ai, . . .)

also F (aτ(1), . . . , aτ(i), . . . , aτ(j), . . . , aτ(r)) = sign(τ)F (a1, . . . , ar).

Definition

Seien V ein K-Vektorraum, dimV = n, F : V n → K. F heißt Determinanten-
form, wenn F n-multilinear und alternierend, aber von der Nullform verschieden
ist, d.h. F 6≡ 0.

6.3.3 Lemma

Seien V ein K-Vektorraum, dimV = n und D : V n → K Determinantenform. Dann
gilt

a1, . . . , an linear abhängig ⇔ D(a1, . . . , an) = 0
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Beweis

�⇒�: (6.3.1)
�⇐�: Seien a1, . . . , an linear unabhängig, d.h. eine Basis von V . Da D 6≡ 0 ist,
gibt es Vektoren v1, . . . , vn ∈ V mit D(v1, . . . , vn) 6= 0. Die Basisdarstellungen seien
vj =

∑n
i=1 cijai. Es folgt

0 6=D(v1, . . . , vn) =
n∑

i=1

ci1D(a1, v2, . . . , vn) =

n∑
i1=1

. . .
n∑

in=1

ci1,1 · . . . · cin,nD(ai1 , . . . , ain) =

∑
π∈Sn

cπ(1),1 · . . . · cπ(n),nD(aπ(1), . . . , aπ(n))

Nach (6.3.2) gilt somit 0 6= D(a1, . . . , an)
∑

π∈Sn
sign(π)cπ(1),1 · . . . · cπ(n),n. Also

D(a1, . . . , an) 6= 0.

6.3.4 Hinweis

(i) ∣∣∣∣c11 c12
c21 c22

∣∣∣∣ = ∑
π∈S2

sign(π)cπ(1),1cπ(2),2

(ii) Seien

A = (a1, . . . , an) ∈ Kn×n

M = (v1, . . . , vn) ∈ Kn×n

C =

c11 . . . c1n

...
...

cn1 . . . cnn


Dann gilt M = A · C.
Fassen wir D als Abbildung Kn×n → K auf (die Argumente sind die Spalten-
vektoren), so ergibt sich die Rechnung aus dem Beweis von (6.3.3): D(M) =
D(A)

∑
π∈Sn

sign(π)cπ(1),1 . . . cπ(n),n.

6.3.5 Lemma

Seien V ein K-Vektorraum, {a1, . . . , an} Basis von V , γ ∈ K \ {0}. Ferner sei
D : V n → K definiert durch D(v1, . . . , vn) := γ

∑
π∈Sn

sign(π)cπ(1),1 . . . cπ(n),n für
v1, . . . , vn ∈ V , vj =

∑n
i=1 cijai. Dann ist D eine Determinantenform.

Beweis

Offenbar ist D multilinear. Für v1 = a1, . . . vn = an gilt cij =

{
1 für i = j

0 sonst
, also∑

π∈Sn
sign(π)cπ(1),1 . . . cπ(n),n = 1. Somit gilt D(a1, . . . , an) = γ 6= 0.
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Sei nun i0 ∈ {1, . . . , r − 1}. Dann gilt mit τ = (i0 + 1, i0) ∈ Sn

D(v1, . . . , vi0−1, vi0+1, vi0 , vi0+2, . . . , vr) =∑
π∈Sn

sign(π)cπ(1),1 · . . . · cπ(i0−1),i0−1 · cπ(i0),i0+1 · cπ(i0+1),i0 · . . . · cπ(n),n =

∑
π∈τ−1Sn

sign(πτ)cπτ(1),1 . . . cπτ(n),n =

sign(τ)
∑

π∈Sn

sign(π)cπ(1),1 . . . cπ(n),n

und aus sign(π) = −1 folgt die Behauptung.

6.3.6 Satz

Seien V ein K-Vektorraum, dimV = n und D1, D2 : V n → K Determinantenfor-
men. Dann existiert γ ∈ K \ {0} mit D1 = γD2.

Beweis

Sei a1, . . . , an eine Basis von V . Nach (6.3.3) gilt

D1 (a1, . . . , an) 6= 0
D2 (a1, . . . , an) 6= 0

Setze

γ =
D1 (a1, . . . , an)
D2 (a1, . . . , an)

Mit (6.3.4)(ii) folgt die Behauptung.

6.3.7 Korollar

Sei V ein K-Vektorraum, dimV = n. Die Menge der alternierenden n-Multilinear-
formen bildet einen eindimensionalen Vektorraum.

6.4 Determinanten von Endomorphismen und Ma-
trizen

6.4.1 Satz

Es seien V ein K-Vektorraum, {a1, . . . , an}, {b1, . . . , bn} Basen von V , D : V n → K
eine Determinantenform und F ∈ EndK(V ). Dann gilt

D (F (a1) , . . . , F (an))
D (a1, . . . , an)

=
D (F (b1) , . . . , F (bn))

D (b1, . . . , bn)

Beweis

Wir nehmen zunächst an, dass F nicht bijektiv ist. Dann ist rang(F ) < n und aus
(6.3.3) folgt D (F (a1) , . . . , F (an)) = D (F (b1) , . . . , F (bn)) = 0.
Sei also F ∈ AutK(V ), d.h. ein Automorphismus. Definiere DF : V n → K durch
DF (v1, . . . , vn) := D (F (v1) , . . . , F (vn)). Dann ist DF wegen (6.3.1) und (6.3.3)
eine Determinantenform, und nach (6.3.6) gibt es eine Konstante γ ∈ K \ {0} mit
DF = γD. Es folgt somit insbesondere

DF (b1, . . . , bn)
D(b1, . . . , bn)

=
DF (a1, . . . , an)
D(a1, . . . , an)



76 KAPITEL 6. DETERMINANTEN

Hinweis

Natürlich hängt der Quotient D(F (a1),...,F (an))
D(a1,...,an) nach (6.3.6) auch nicht von der

gewählten Determinantenform ab.
Aufgrund dieser Invarianzen ist folgende Definition gerechtfertigt:

Definition

Seien V ein K-Vektorraum, {a1, . . . , an} eine Basis von V , D : V n → K eine
Determinantenform und det : EndK(V ) → K sei definiert durch

det(F ) =
D (F (a1) , . . . , F (an))

D (a1, . . . , an)

für alle F ∈ EndK(V ). Dann heißt det Determinantenfunktion oder kürzer
Determinante, und für F ∈ EndK(V ) heißt det(F ) Determinante von F .

Hinweis

det(F ) ist ein �Verzerrungsmaß� des Endomorphismus F (vgl. Substitutionsregel
für mehrdimensionale Integrale, vgl. (6.1) (Flächeninhalt eines Parallelogramms),
s. auch (6.5)).

6.4.2 Korollar

Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F,G ∈ EndK(V ). Dann gilt:

(i) F ∈ AutK(V ) ⇔ det(F ) 6= 0

(ii) det (F ◦G) = det(F ) det(G)

(iii) det(idV ) = 1

(iv) F ∈ AutK(V ) ⇒ det(F−1) = 1
det(F )

Beweis

(i) folgt aus (6.3.3)

(ii) Nach (i) können wir o.B.d.A. F,G ∈ AutK(V ) voraussetzen. Ist a1, . . . , an

eine Basis von V , so ist auch G(a1), . . . , G(an) eine Basis von V . Mit (6.4.1)
und (6.4.2) folgt somit

det(F ◦G) =
D (FG (a1) , . . . , FG (an))

D(a1, . . . , an)

=
D (FG (a1) , . . . , FG (an))
D (G (a1) , . . . , G (an))

· D (G (a1) , . . . , G (an))
D(a1, . . . , an)

= det(F ) · det(G)

(iii) Sei a1, . . . , an Basis von V . Dann gilt

det(id) =
D (id (a1) , . . . , id (an))

D(a1, . . . , an)
= 1

(iv) 1 = det(id) = det(F−1 ◦ F ) = det(F−1) · det(F )
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Abbildung 6.2: Schema zur Invarianz der Determinante (1)

6.4.3 Kommentar

Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, a1, . . . , an eine Basis von V und F ∈
EndK(V ). Ferner sei C = (cij)i,j=1,...,n ∈ Kn×n mit F (aj) =

∑n
i=1 cijai. Sei D eine

Determinantenform auf V . Nach (6.3.5) und (6.4.1) gilt dann

det(F ) =
D (F (a1) , . . . , F (an))

D (a1, . . . , an)
=
∑

π∈Sn

sign(π)cπ(1),1 · . . . · cπ(n),n

Nun ist mit B = {a1, . . . , an} C = MB
B (F ).

Im Sinne der folgenden Definition gilt

det(F ) = det
(
MB

B (F )
)

Definition

Für C = (cij)i,j=1,...,n ∈ Kn×n sei

det(C) :=

∣∣∣∣∣∣∣
c11 . . . c1n

...
...

cn1 . . . cnn

∣∣∣∣∣∣∣ =
∑

π∈Sn

sign(π)cπ(1),1 . . . cπ(n),n

Beachte

Hiermit ist die Definition aus 6.1 auf n× n - Matrizen verallgemeinert.
Nach (5.3.4) sind nach Wahl der Basis Kn×n und EndK(V ) isomorph. Nach

(6.4.1) ist aber det
(
MB

B (F )
)

sogar unabhängig von der Wahl von B. Wieso ist das
so?
Seien F ∈ EndK(V ), B1 = {a1, . . . , an}, B2 = {b1, . . . , bn} Basen von V und
M1 = MB1

B1
(F ), M2 = MB2

B2
(F ). Ferner seine ΦB1 , ΦB2 die zu B1 bzw. B2 gehörigen

Koordinatensysteme. Gemäß (5.3) liegt die schematisch in Abb. 6.2 dargestellte
Situation vor.

Sei S die zu Φ−1
B2

ΦB1 gehörige Matrix. Dann folgt (vgl. (5.3.6)) M2 = SM1S
−1.

Nach (6.4.2) gilt det(M2) = det(S) det(M1) det(S−1) = det(M1).

Definition

Seien M1,M2 ∈ Kn×n. M1 und M2 heißen ähnlich, wenn es S ∈ GL(n,K) gibt
mit M2 = SM1S

−1.
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Abbildung 6.3: Schema zur Invarianz der Determinante (2)

6.4.4 Korollar

Ähnliche Matrizen besitzen die selbe Determinante. Gemäß (6.4.3) liegt noch eine
zweite Invarianz vor: Beschreibt eine Matrix zwei verschiedene Endomorphismen,
so ist deren Determinante gleich (s. Abb. 6.3).

6.5 Berechnung von Determinanten

6.5.1 Satz

Seien A,B ∈ Kn×n.

(i) det(A) = det(AT )

(ii) B geht aus A durch Vertauschung zweier Zeilen (oder Spalten) hervor. Dann
gilt det(A) = −det(B).

(iii) B entstehe dadurch, das zu einer Zeile (oder Spalte) von A eine Linearkombi-
nation der übrigen Zeilen (Spalten) addiert wird. Dann gilt det(A) = det(B).

(iv) B entstehe aus A durch Multiplikation einer Zeile (Spalte) mit einem Skalar
λ. Dann gilt det(B) = λ det(A).

(v) Für λ ∈ K gilt det(λA) = λn det(A).

(vi) Sei A ∈ GL(n,K). Dann gilt det(A−1) = 1
det(A) .

(vii) det(AB) = det(A) det(B)

(viii) det(In) = 1

Beweis

Es reicht, (i) zu zeigen; die übrigen Aussagen folgen direkt aus den Ergebnissen von
(6.3) und (6.4).
Sei A = (aij)i,j=1,...,n. Dann gilt

det(A) =
∑

π∈Sn

sign(π)aπ(1),1 · . . . · aπ(n),n

=
∑

π∈Sn

sign(π)a1,π−1(1) · . . . · an,π−1(n)

=
∑

π−1∈Sn

sign(π)a1,π−1(1) · . . . · an,π−1(n)

= det(AT )
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6.5.2 Hinweis

Sei A ∈ Kn×n. Dann gilt rang(A) = n⇔ det(A) 6= 0.

Beweis

(6.4.2) und (6.4.3)

Beispiel

S3 =

(1, 2, 3) , (2, 3, 1) , (3, 1, 2)︸ ︷︷ ︸
gerade

, (3, 2, 1) , (2, 1, 3) , (1, 3, 2)︸ ︷︷ ︸
ungerade


∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ =
= a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23 − a31a22a13 − a21a12a33 − a11a32a23

Für größeres n ist es wesentlich effizienter, die Invarianz (6.5.1)(iii) sowie (6.5.1)(ii)
auszunutzen und (2.3.2) anzuwenden. Mit Hilfe des Gauß - Algorithmus überführe
man ∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n

...
...

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣ in

∣∣∣∣∣∣∣
b11 . . . b1n

. . .
...

0 bnn

∣∣∣∣∣∣∣
Es gilt det(A) = (−1)k det(B), wobie k die Anzahl der vorgenommenen Zeilenver-
tauschungen ist. (Im Unterschied zur Lösung von linearen Gleichungssystemen kann
man hier auch Spaltenoperationen oder beides anwenden).

6.5.3 Hinweis ∣∣∣∣∣∣∣
b11 . . . b1n

. . .
...

0 bnn

∣∣∣∣∣∣∣ =
n∏

k=1

bkk

Beweis

Es gilt bij = 0 für i > j. Sei π ∈ Sn \ {id}. Dann existiert ein j mit π(j) > j und es
folgt die Behauptung.

Beispiel ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 2 4
1 3 1 1
0 1 1 1
0 0 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 2 4
0 1 −1 −3
0 0 2 4
0 0 0 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −6

Die folgende Formel führt die Determinantenberechnung rekursiv auf die Be-
rechnung der Determinanten von Matrizen kleinerer Ordnung zurück.
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Definition

Seien A = (aij)i,j=1,...,n ∈ Kn×n, i0, j0 ∈ {1, . . . , n}; Mi0j0 ∈ K(n−1)×(n−1) entste-
he aus A durch Streichen der i0 - ten Zeile und der j0 - ten Spalte. Mi0j0 heißt
Untermatrix von A bezüglich ai0j0 , det(Mi0j0) heißt Unterdeterminante von
det(A) bezüglich ai0j0 und Ai0j0 = (−1)i0+j0 det(Mi0j0) heißt Adjunkte zu ai0j0 .

6.5.4 Entwicklungssatz von Laplace

Sei A = (aij)i,j=1,...,n ∈ Kn×n. Dann gilt für i0, j0 ∈ {1, . . . , n}:

(i) det(A) =
∑n

j=0 ai0jAi0j (Entwicklung nach i0 - ter Zeile)

(ii) det(A) =
∑n

i=0 aij0Aij0 (Entwicklung nach j0 - ter Spalte)

Beweis

(i) Für i, j ∈ {1, . . . , n} seien Si,j
n = {π ∈ Sn : π(j) = i}. Dann gilt für jedes

i0 ∈ {1, . . . , n}

det(A) =
∑

π∈Sn

sign(π)aπ(1),1 · . . . · aπ(n),n =
n∑

j=1

ai0j
ˆAi0j

mit ˆAi0j =
∑

π∈S
i0,j
n

sign(π)
∏n

k=1
k 6=j

aπ(k),k. (D.h. die relevanten Untermatrizen

sind korrekt und wir brauchen uns nur noch um die Vorzeichen zu kümmern.)
Für i0 = j = n gilt ˆAnn =

∑
π∈Sn−1

sign(π)
∏n−1

k=1 aπ(k),k = det(Mnn) =

(−1)n+n det(Mnn) = Ann. Im allgemeinen Fall von ˆAi0j wende (6.5.1)(ii) an
und mache die i0 - te Zeile von A durch sukzessives Vertauschen mit der
höher indizierten Nachbarzeile zur n - ten Zeile. Danach verfahre man analog
mit der j - ten Spalte. ‖det(Mi0j‖ ändert sich nicht, aber das Vorzeichen um
(−1)n−i0+n−j = (−1)i0+j . Somit gilt ˆAi0j = (−1)i0j det(Mi0j) = Ai0j .

(ii) folgt aus (i) wegen (6.5.1)(i)

Beispiel∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 2 4
1 3 1 1
0 1 1 1
0 0 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)4+3 · 2 ·

∣∣∣∣∣∣
1 2 4
1 3 1
0 1 1

∣∣∣∣∣∣+ (−1)4+4 · 1 ·

∣∣∣∣∣∣
1 2 2
1 3 1
0 1 1

∣∣∣∣∣∣ = −2 · 4 + 2 = −6

6.6 Anwendungen

(vgl. (6.1) lineare Gleichungssysteme, Eigenwerte, Volumenberechnung)

Definition

Seien A = (aij)i,j=1,...,n ∈ Kn×n und für i, j ∈ {1, . . . , n} Aij die Adjunkte zu aij .
Dann heißt die durch adj(A) = (Aij)T

i,j=1,...,n definierte Matrix die Adjunkte von
A.
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6.6.1 Satz

Sei A ∈ Kn×n. Dann gilt

(i) A · adj(A) = adj(A) ·A = det(A) · In

(ii) A invertierbar ⇒ A−1 = 1
det(A) adj(A)

Beweis

(i) Sei A = (aik)i,k=1,...,n. Dann gilt

A · adj(A) =

(
n∑

k=1

aikAjk

)
i,j=1,...,n

Nach (6.5.4) gilt für i = j stets
∑n

k=1 aikAjk = det(A). Ferner ist für i 6=
j nach (6.5.4)

∑n
k=1 aikAjk die Determinante der Matrix, die aus A durch

Ersetzen der j - ten Zeile durch die i - te entsteht. Da diese zwei gleiche
Zeilen enthält, ist ihre Determinante nach (6.5.2) gleich 0. Es folgt somit

n∑
k=1

aikAjk =

{
det(A) für i = j

0 für i 6= j

Die zweite Gleichung folgt analog.

(ii) folgt aus (i) durch Multiplikation mit A−1.

Beispiel

A =

1 2 1
0 1 3
1 1 1

 det(A) = 3

A11 = −2A12 = 3 A13 = −1
A21 = −1A22 = 0 A23 = 1
A31 = 5 A32 = −3A33 = 1

also:

A−1 =
1
3

−2 −1 5
3 0 −3
−1 1 1


6.6.2 Korollar: Cramersche Regel

Seien A ∈ Kn×n, b ∈ Kn und es gelte det(A) 6= 0. Dann ist das lineare Gleichungs-

system Ax = b eindeutig lösbar und für den Lösungsvektor x =

x1

...
vn

 gilt für

j = 1, . . . , n xj = 1
det(A)

∑n
i=1 biAij .

Beweis

Der erste Teil der Behauptung folgt aus (5.2.16) und (6.5.2). Nach (6.6.1) gilt für
den Lösungsvektor x = A−1b = 1

det(A) adj(A)b = 1
det(A) (

∑n
i=1 biAij)j=1,...,n.
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6.6.3 Bemerkung

Unter den Vorbedingungen von (6.6.2) gilt

xj =

a11 . . . a1,j−1 b1 a1,j+1 . . . a1n

...
...

...
...

...
an1 . . . an,j−1 bn an,j+1 . . . ann


a11 . . . a1n

...
...

an1 . . . ann


Beweis

Folgt aus (6.6.2) und (6.5.4) durch Entwicklung nach der j - ten Spalte.

Beispiel

x1 + 2x2 + x3 = 1
x2 + 3x3 = 3

x1 + x2 + x3 = 1

x1 =
1
3

(b1 (−2) + b2 (−1) + b3 (5)) = 0

x2 =
1
3

(b1 (3) + b2 (0) + b3 (−3)) = 0

x3 =
1
3

(b1 (−1) + b2 (1) + b3 (1)) = 1

Hinweis

Damit sind für Gleichungssysteme die zu Beginn von (6.1) gestellten Fragen be-
antwortet. (6.6.1) und (6.6.2) sind als explizite Formeln von großer theoretischer
Bedeutung (vgl. z.B. (2.4), �Stabilität�). Für praktische Zwecke sind sie i.a. nicht
�effizient� genug.

Wir kommen kurz zur Verallgemeinerung von (6.1.2); Kapitel 7 wird sich ausführ-
lich mit Eigenwerten etc. befassen.

6.6.4 Bemerkung

Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, F ∈ EndK(V ) und λ ∈ K. λ ist
genau dann Eigenwert von F , wenn det(F − λ idV ) = 0 gilt.

Beweis

Nach Definition ist λ genau dann Eigenwert von F , wenn es v ∈ V \ {0} gibt mit
F (v) = λv, d.h. wenn kern(F − λ id) 6= {0}. Die Behauptung folgt aus (6.4.2).

Wir betrachten zum Abschluss dieses Kapitels noch Anwendungen auf die Vo-
lumenberechnung von �Parallelotopen� des Rn.
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P

c

Abbildung 6.4: Parallelotop im R2

Definition

Sei P ⊂ Rn. P heißt Parallelotop, wenn es c ∈ Rn und linear unabhängige
Vektoren a1, . . . , an des Rn gibt mit P = c+

∑n
i=1 [0, 1] ai.

Beispiel

n = 2, c =
(

1
1

)
, a1 =

(
2
0

)
, a2 =

(
−1
1

)
.

[0, 1] a1 + [0, 1] a2 =
{(

2λ− µ
µ

)
: λ, µ ∈ [0, 1]

}
Sei F : R2 → R2 definiert durch F

((
x1

x2

))
= c + x1a1 + x2a2. Dann ist

P = c+[0, 1] a1 +[0, 1] a2 = F
(
[0, 1]2

)
, d.h. das Parallelogramm P ist das Bild des

Einheitswürfels [0, 1]2 unter der affinen Abbildung F .

6.6.5 Hinweis

Parallelotope des Rn sind affine Bilder des Einheitswürfels [0, 1]n.

Bemerkung

Der Würfel [0, 1]n hat 2n Ecken und 2n Facetten (d.h. (n−1) - dimensionale Seiten)

Beweis

Seien c, a1, . . . , an ∈ Rn, a1, . . . , an linear unabhängig, P = c +
∑n

i=1 [0, 1] ai und
F : Rn → Rn definiert durch F (x) = c+ Ax, wobei A = (a1, . . . , an) ist. Dann gilt
F ([0, 1]n) = c+A [0, 1]n = c+

∑n
i=1 [0, 1] ai = P .

Mit Hilfe der Transformationsformel für mehrdimensionale Integrale (vgl. z.B.
Königsberger, Analysis 2, S. 295ff) berechnen wir nun das Volumen eines Paralle-
lotops.
P = c+ A [0, 1]. Seien f : Rn → R, f ≡ 1, F : Rn → Rn mit F (x) = c+ Ax. Dann
gilt

Vol(P ) =
∫

P

dx =
∫

P

f(x)dx =
∫

[0,1]n
f (F (y)) |det (F (y))| dy



84 KAPITEL 6. DETERMINANTEN

Es gilt ∂F (y)
∂yi

= ai, also F ′(y) = A. Es folgt

Vol(P ) =
∫

[0,1]n
|det(A)| dy = |det(A)|

∫
[0,1]n

dy

also
Vol(P ) = |det(A)|Vol ([0, 1]n) = |det(A)|

Das Vorzeichen der Determinante von A ∈ GL(n,R) gibt die Orientierung der
aus den Spaltenvektoren bestehenden Basis an.

Bezeichnung

Die Relation ∼ auf GL(n,R) sei definiert durch A ∼ B :⇔ det(A) det(B) > 0 für
alle A,B ∈ GL(n,R).

Hinweis

∼ ist eine Äquivalenzrelation, die Äquivalenzklassen sind:

G+ := {A : A ∈ GL(n,R) ∧ det(A) > 0}
G− := {A : A ∈ GL(n,R) ∧ det(A) < 0}

Definition

Seien a1, . . . , an und b1, . . . , bn Basen des Rn und die MatrizenA = (a1, . . . , an),
B = (b1, . . . , bn). Die Basen heißen gleich orientiert, wenn A ∼ B gilt.

Beispiel

A =
(

1 0
0 1

)
B =

(
0 1
1 0

)
|A| = 1, |B| = −1 ⇒ a1, a2 und b1, b2 sind nicht gleich orientiert.

Definition

Seien A,B ∈ GL(n,R). A und B heißen stetig ineinander verformbar (ho-
motop), wenn es eine stetige Abbildung ϕ : [0, 1] → GL(n,R) gibt mit ϕ(0) = A
und ϕ(1) = B.

Beispiel

n = 1, GL(1,R) = R \ {0}, A,B ∈ GL(1,R)
Für A,B > 0 oder A,B < 0 ist ϕ(t) = (1 − t)A + tB eine gesuchte Abbildung (s.
Abb. 6.5).
Haben A und B verschiedene Vorzeichen, so kann es nach dem Zwischenwertsatz

keine solche Abbildung geben.

6.6.6 Satz

Zwei Basen A = (a1, . . . , an) und B = (b1, . . . , bn) des Rn sind genau dann gleich-
orientiert, wenn A und B stetig ineinander verformbar sind.

Beweis

s. z.B. Fischer, S. 215ff
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A

B

t

GL(1, IR)

Abbildung 6.5: Stetig ineinander verformbare Matrizen
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Kapitel 7

Eigenwerte und
Normalformen

Wir haben bereits gesehen, dass Eigenwerte und Eigenvektoren für die �Diagona-
lisierung� von Matrizen, für die Berechnung von Potenzen von Matrizen und für
Differenzengleichungen wichtig sind. All diese Aspekte werden wir jetzt gründlicher
studieren.
Zur Einführung beginnen wir mit einem weiteren Anwendungsbeispiel: lineare Dif-
ferentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten.

7.1 Einführung

Wir betrachten folgendes Anfangswertproblem: ui : R → R

u′1(t) = a11u1(t) + · · ·+ a1nun(t) u1(0) = u∗1
...

u′n(t) = an1u1(t) + · · ·+ annun(t) un(0) = u∗n

Mit

A =

a11 . . . a1n

...
...

an1 . . . ann

 , u0 =

u
∗
1
...
u∗n

 , u =

u1

...
un

 : R → R

lässt sich das Anfangswertproblem in der From

u′ = Au, u(0) = u0

schreiben.
Wie kann man ein solches Problem lösen?
Aufgabe: Finde u : R → Rn mit Au = u′ und u(0) = u0.
Betrachten wir den eindimensionalen Fall:

v : R → R, a ∈ R, v0 ∈ R, v′ = av, v(0) = v0

Lösung ist v(t) = v0e
at.

Man beachte, dass die Lösung für t→∞ instabil ist, falls a > 0 ist, für a < 0 aber
gegen 0 strebt.
Für unser n-dimensionales Problem machen wir nun den Ansatz u(t) = xeλt(λ ∈
R, x ∈ Rn). Durch Einsetzen in die Bedingung erhalten wir

λxeλt = A
(
xeλt

)
= Axeλt

und das ist äquivalent zum Eigenwertproblem λx = Ax.

87
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Beispiel

u′1(t) = 4u1(t)− 5u2(t) u1(0) = 8
u′2(t) = 2u1(t)− 3u3(t) u2(0) = 5∣∣∣∣4− λ −5

2 −3− λ

∣∣∣∣ = (4− λ)(−3− λ) + 10 = λ2 − λ− 2 = (λ+ 1)(λ− 2)

Eigenwerte: λ1 = −1, λ2 = 2
Zugehörige Eigenvektoren:(

5 −5
2 −2

)
v1 = 0 ⇒ v1 = α

(
1
1

)
, α ∈ R(

2 −5
2 −5

)
v2 = 0 ⇒ v2 = β

(
5
2

)
, β ∈ R

Fundamentallösungen der Differentialgleichung:

w1(t) =
(

1
1

)
e−t w2(t) =

(
5
2

)
e2t

Jede Linearkombination c1w1(t) + c2w2(t) mit c1, c2 ∈ R ist ebenfalls Lösung des
Differentialgleichungssystems. Um die Anfangsbedingungen zu erfüllen, sind c1, c2
so zu bestimmen, dass c1

(
1
1

)
+ c2

(
5
2

)
=
(
8
5

)
gilt. Da ( 1 5

1 2 ) vollen Rang hat, gibt
es genau eine Lösung, nämlich

(
3
1

)
. Das Anfangswertproblem hat also die Lösung

3
(
1
1

)
e−t +

(
5
2

)
e2t.

Wegen λ = 2 > 0 ist die Lösung für t → ∞ unbeschränkt. Da die Eigenvektoren
der Koeffizientenmatrix den R2 aufspannen, ist das Differentialgleichungssystem
für jeden Anfangswert lösbar. Nach (5.3) und (6.4) ist

(
4 −5
2 −3

)
zur Diagonalmatrix(−1 0

0 2

)
ähnlich. Genauer gilt(

4 −5
2 −3

)
︸ ︷︷ ︸

M

=
(

1 5
1 2

)
︸ ︷︷ ︸

S

(
−1 0
0 2

)
︸ ︷︷ ︸

D

(
− 2

3
5
3

1
3 − 1

3

)
︸ ︷︷ ︸

S−1

Man beachte, dass die Spalten von S gerade die gefundenen Einheitsvektoren von
M sind.

Literatur

W. Walter, Gewöhnliche Differentialgleichungen, Springer-Verlag

7.2 Diagonalisierbarkeit

Definition

Sei A = (aij)i,j=1,...,n ∈ Kn×n. A heißt Diagonalmatrix, wenn aij für alle
i, j ∈ {1, . . . , n} , i 6= j gilt.
A heißt diagonalisierbar, wenn es eine Diagonalmatrix D und S ∈ GL(n,K)
gibt mit A = SDS−1.
Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und F ∈ EndK(V ). F heißt dia-
gonalisierbar, wenn es eine Basis B von V gibt, so dass MB

B (F ) eine Diagonal-
matrix ist.
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7.2.1 Bemerkung

Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, F ∈ EndK(V ), B Basis von V , A =
MB

B (F ), λ ∈ K.

(i) F ist genau dann diagonalisierbar, wenn F eine Basis aus Eigenvektoren von
F besitzt.

(ii) F ist genau dann diagonalisierbar, wenn A diagonalisierbar ist.

(iii) λ ist genau dann Eigenwert von F , wenn λ Eigenwert von A ist.

(iv) Ähnliche Matrizen haben die selben Eigenwerte.

Beweis

(i) nach (5.3) trivial.

(ii) Basiswechsel in V überführt A in eine zu A ähnliche Matrix und umgekehrt
(vgl. (6.4)).

(iii) trivial

(iv) folgt aus (iii)

7.2.2 Lemma

Seien V ein K-Vektorraum, F ∈ EndK(V ), λ1, . . . , λm paarweise verschiedene Ei-
genwerte von F und für i = 1, . . . ,m sei vi zu λi gehöriger Eigenvektor. Dann sind
v1, . . . , vm linear unabhängig.

Beweis

(vollständige Induktion nach m)
Für m0 = 1: klar wegen v1 6= 0.
Die Aussage sei für m ≤ m0 − 1 bereits bewiesen. Seien µ1, . . . , µm0 ∈ K und∑m0

i=1 µivi = 0. Dann gilt

0 = F (0) = F

(
m0∑
i=1

µivi

)
=

m0∑
i=1

µiF (vi) =
m0∑
i=1

µiλivi

Es folgt

0 =

(
m0∑
i=1

µiλivi

)
− λm0

(
m0∑
i=0

µivi

)
=

m0−1∑
i=0

µi (λi − λm0) vi

Nach Induktionsvoraussetzung gilt µi(λi − λm0) = 0 für i = 1, . . . ,m0 − 1. Da
die Eigenwerte paarweise verschieden sind, folgt µ1 = · · · = µm0−1 = 0. Also gilt
µm0vm0 = 0. Da aber vm0 6= 0 ist, folgt auch µm0 = 0.

7.2.3 Korollar

Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F ∈ EndK(V ). Dann besitzt F
höchstens n verschiedene Eigenwerte.
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Definition

Seien V ein K-Vektorraum, F ∈ EndK(V ) und λ ∈ K. Dann heißt Eig(F, λ) :=
{v : v ∈ V ∧ F (v) = λv} Eigenraum von F bezüglich λ.

7.2.4 Hinweis

Seien V ein K-Vektorraum, F ∈ EndK(V ) und λ ∈ K. Dann gilt:

(i) Eig(F, λ) ist Untervektorraum von V .

(ii) λ ist Eigenwert von F ⇔ Eig(F, λ) 6= {0}

(iii) Eig(F, λ) = kern(F − λ idV )

(iv) λ1, λ2 ∈ K ∧ λ1 6= λ2 ⇒ Eig(F, λ1) ∩ Eig(F, λ2) = {0}

Beweis

(i) folgt nach (4.1.3)

(ii) folgt aus der entsprechenden Definition

(iii) folgt aus der entsprechenden Definition

(iv) folgt aus (7.2.2)

Nach (6.4.4) ist λ genau dann Eigenwert von F , wenn λ Nullstelle der durch f(x) =
det(F − x idV ) definierten Funktion f : K → K ist. Es ist daher naheliegend,
Determinanten auch mit Einträgen aus K[X] zu betrachten. Da aber K[X] kein
Körper, sondern nur ein (kommutativer) Ring (mit Einselement) ist, sind nicht alle
Aussagen aus Kapitel 6 verallgemeinerbar. Zur multilinearen Algebra über Modulen
(�VR� über kommutativen Ringen mit Einselement) siehe etwa Kowalsky, Michler:
Lineare Algebra, 1995, Kapitel 10.
Im konkreten Fall von Determinanten mit Einträgen aus K[X] bzw. K[x] kann man
zum Körper K(X) bzw. K(x) übergehen.
Wir wählen im Folgenden den direkten Weg zur Definition von∣∣∣∣∣∣∣

a11 −X . . . a1n

...
. . .

...
an1 . . . ann −X

∣∣∣∣∣∣∣
über (6.3.5).

Definition

Seien V ein K-Vektorraum, dimV = n, F ∈ EndK(V ), A = (aij)i,j=1,...,n ∈ Kn×n

und X Unbestimmte über K. Die Funktion f : K → K, definiert durch f(x) =
det(F − x idV ) für alle x ∈ K heißt charakteristische Funktion von F .
Das Polynom pA ∈ K[X] sei definiert durch

pA =
∑

π∈Sn

sign(π)
n∏

i=1

bπ(i),i

wobei

bij =

{
aij −X für i = j

aij für i 6= j

ist. pA heißt charakteristisches Polynom von A.
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Hinweis

Wegen der Isomorphie von K[X] und K[x] (vgl. (3.3.7)) benutzen wir die selbe
Notation pA bzw. pA(x) auch für die Polynomdarstellung, die sich durch Ersetzen
von X durch die Variable x ergibt.
In diesem Sinn ist pA ∈ K[x] Polynomdarstellung der charakteristischen Funktion
f von F , falls B eine Basis von V ist mit A = MB

B (F ) (vgl. (3.3)).

Bezeichnung

Mit den Bezeichnung der vorherigen Definition setzen wir

pA :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 −X a12 . . . a1n

a12
. . . . . .

...
...

. . . . . . an−1,n

an1 . . . an,n−1 ann −X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
7.2.5 Bemerkung

(1) Sei K unendlich und M1,M2 ∈ Kn×n ähnlich. Dann gilt pM1 = pM2 .

(2) Sei K endlich und M1,M2 ∈ Kn×n ähnlich. Dann gilt pM1 = pM2 .

Beweis

(1) Da K unendlich ist, folgt die Aussage wegen (3.3.10) aus (6.4.4).

(2) Ist K ein beliebiger Körper, so folgt aus den bisherigen Ergebnissen nur, dass
pM1 und pM2 Darstellungen der selben Polynomfunktion sind. Es gilt aber
sogar pM1 = pM2 .
Beweisskizze:

|M1 −XI| = |SM2S
−1 −XI| = |S(M2 −XI)S−1|

= |S||M2 −XI||S−1| = |M2 −XI|

ist �formal� zu verifizieren (vgl. Fischer, 3.2.8, 4.1.3; Kowalsky, Michler, Kap.
10)

Bezeichnung

Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, F ∈ EndK(V ), B eine Basis
von V , A = MB

B (F ) und pA charakteristisches Polynom von A. Dann heißt pA

charakteristisches Polynom von F und wird auch mit pF bezeichnet.

7.2.6 Hinweis

Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, F ∈ EndK(V ) und λ ∈ K. λ ist
genau dann Eigenwert von F , wenn λ Nullstelle von pF ist.

Hiermit ist die Verallgemeinerung von (6.1.3) - das geometrische Problem inva-
rianter Unterräume Eig(F, λ) - auf die algebraischen Probleme der Berechnung der
Nullstellen von pF und der Bestimmung von kern(F − λ idV ) zurückgeführt.
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Beispiel

Für α ∈ [0, 2π[ sei

A = A(α) =
(

cos(α) − sin(α)
sin(α) cos(α)

)
∈ R2×2

Dann ist

pA(x) =
∣∣∣∣cos(α)− x − sin(α)

sin(α) cos(α)− x

∣∣∣∣ = x2 − 2 cos(α)x+ 1

pA besitzt genau dann reelle Nullstellen, wenn cos2(α) ≥ 1, d.h. α ∈ {0, π} ist. Es
gilt

A(0) =
(

1 0
0 1

)
= −A(π)

In (6.1) wurde bereits gezeigt, welche Gestalt pA für 2× 2 - Matrizen hat, nämlich
pA(x) = x2 − spur(A)x+ det(A). Das soll jetzt verallgemeinert werden.

Definition

Die Abbildung spur : Kn×n → K sei definiert durch

spur
(
(aij)i,j=1,...,n

)
=

n∑
i=1

aii

Für jedes A ∈ Kn×n heißt spur(A) die Spur von A (alternative Bezeichungen:
trace(A), tr(x)).

7.2.7 Hinweis

Ähnliche Matrizen besitzen die selbe Spur.

7.2.8 Bemerkung

Sei A = (aij)i,j=1,...,n ∈ Kn×n. Seien q1, . . . , qn ∈ K mit pA =
∑n

i=0 qiX
i. Dann

gilt q0 = det(A), qn−1 = (−1)n−1 spur(A) und qn = (−1)n.

Beweis

Nach Definition gilt

pA =
∑

π∈Sn

sign(π)
n∏

i=1

bπ(i),i

mit

bij =

{
aij −X i = j

aij x 6= j

Für π0 = id ∈ Sn ist somit
∏n

i=1 bπ(i),i =
∏n

i=1(aii−X), d.h. ein Polynom vom Grad
n mit führendem Koeffizienten (−1)n. Für alle anderen Permutationen π gilt π(i) 6=
i für mindestens zwei Indizes i ∈ {1, . . . , n}. Also ist

∑
π∈Sn\{π0} sign(π)

∏n
i=1 bπ(i),i

ein Polynom vom Grad höchstens n − 2 und es folgt qn = (−1)n und qn−1 =
(−1)n−1

∑n
i=1 aii = (−1)n−1 spur(A). Ferner gilt q0 =

∑
π∈Sn

sign(π)
∏n

i=1 aπ(i),i =
det(A).
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7.2.9 Hinweis

Seien V ein K-Vektorraum, dimV = n und F ∈ EndK(V ).

(i) Ist F diagonalisierbar, so zerfällt pF in Linearfaktoren, d.h. pF ist von der
Form ±(x− λ1) . . . (x− λn).

(ii) Ist pF = ±(x − λ1) . . . (x − λn) mit paarweise verschiedenen λ1, . . . , λn ∈ K,
so ist F diagonalisierbar.

Beweis

(i) trivial

(ii) folgt aus (7.2.2)

Es bleibt noch zu klären, was im Fall von mehrfachen Nullstellen von pF passiert.
Wegen (7.2.6) können wir von der Vielfachheit eines Eigenwerts sprechen und mit
ri = µ(pF , λi) (vgl. (3.3)) ist pF (x) = ±(x−λ1)r1 . . . (x−λk)rk , wenn λ1, . . . , λk die
paarweise verschiedenen Nullstellen sind. Wegen (7.2.9) gilt für diagonalisierbares
F natürlich

∑k
i=1 rk = n.

7.2.10 Lemma

Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, F ∈ EndK(V ) und λ ∈ K Eigenwert
von F . Dann gilt

dim (Eig (F, λ)) ≤ µ (pF , λ)

Beweis

Seien s ∈ N, B = {v1, . . . , vn} Basis von V , so dass Eig(F, λ) = span {v1, . . . , vs}
(vgl. (4.2.5)). Dann hat MB

B (F ) die Gestalt
λ 0

. . . ∗
0 λ

0 Â


Mit (7.2.5) folgt pF = (λ− x)spÂ und es folgt die Behauptung.

Beispiel

Es sei

A =



1 0 . . . 0 1

0
. . . . . .

... 0
...

. . . . . . 0
...

...
. . . 1 0

0 . . . . . . . 0 1


Dann gilt pA(x) = (1 − x)n, d.h. µ(pA, 1) = n. Ferner ist rang(A − In) = 1, d.h.
dim Eig(A, 1) = n− 1, d.h. A ist nicht diagonalisierbar.
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7.2.11 Satz

Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, F ∈ EndK(V ). Dann sind die
folgenden Aussagen äquivalent:

(i) F ist diagonalisierbar.

(ii) pF zerfällt in Linearfaktoren und dim Eig(F, λ) = µ(pF , λ) gilt für jeden Ei-
genwert λ von F .

(iii) Bezeichnen λ1, . . . , λk die paarweise verschiedenen Eigenwerte von F , so ist
V = Eig(F, λ1)⊕ · · · ⊕ Eig(F, λk).

Beweis

(i) ⇒ (ii) folgt aus (7.2.1) und (7.2.9).

(ii) ⇒ (iii) folgt aus (7.2.4)(iv) und
∑k

i=1 µ(pF , λi) = n.

(iii) ⇒ (i) trivial

7.3 Die Jordansche Normalform

Nach (7.2.11) gibt es zwei Bedingungen für die Diagonalisierbarkeit eines Endo-
morphismus: Das charakteristische Polynom zerfällt in Linearfaktoren und die Ei-
genräume haben maximale Dimension. Die erste Bedingung ist wegen (3.3.11) über
C stets erfüllt. Wir untersuchen daher, ob ein Endomorphismus über C wenigstens
�nahezu� diagonalisierbar ist. Wir führen zunächst die zugehörigen Matrizen ein.

Definition

Seien J ∈ Kn×n. J heißt Jordan-Matrix oder Jordansche Normalform, wenn
es λ1, . . . , λs ∈ K und n1, . . . , ns ∈ N mit n1 + · · ·+ ns = n gibt, so dass folgendes
gilt: Für i = 1, . . . , s sei

Ji =



λi 1 0 . . . 0

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . 0
...

. . . . . . 1

0
...

... 0 λi


∈ Kni×ni

Dann hat J die Gestalt

J =

J1 0
. . .

0 Js


Für i = 1, . . . , s heißt Ji Jordan-Block (zum Eigenwert λi).

Bemerkung

Hauptziel von (7.3) ist es, zu zeigen, dass für K = C jede Matrix A einer Jordan-
Matrix J ähnlich ist. Äquivalent bedeutet das, dass zu jedem Endomorphismus F
eine Basis B existiert, so dass MB

B (F ) Jordan-Matrix ist.
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Beispiel

F ∈ EndC(C3), B = {b1, b2, b3} Basis von C3, MB
B (F ) =

λ 1 0
0 λ 1
0 0 λ

. Es folgt

(I) F (b1) = λb1,

(II) F (b2) = λb2 + b1 und

(III) F (b3) = λb3 + b2

(I) besagt, dass b1 Eigenvektor zum Eigenwert λ ist, bzw. b1 ∈ kern(F − λ id) =
Eig(F, λ). Da rang(F − λ id) = 2 ist, gilt wegen (5.2.7) dim Eig(F, λ) = 1; es gibt
also keinen weiteren von b1 linear unabhängigen Eigenvektor.
Gleichung (II) bedeutet b1 = F (b2)−λb2 ∈ bild(F −λ id), also b1 ∈ kern(F −λ id)∩
bild(F − λ id) und es gilt b2 ∈ kern

(
(F − λ id)2

)
.

Analog liefert (III) b2 = F (b3) − λb3 ∈ bild(F − λ id) ∩ kern(F − λ id)2, also b3 ∈
kern(F − λ id)3.
Natürlich gilt Eig(F, λ) = kern(F − λ id) ⊂ kern(F − λ id)2 ⊂ kern(F − λ id)3 und
die Inklusionen sind sämtlich strikt. kern(F − λ id)3 ist dreidimensional, d.h. ganz
C3.

Definition

Seien V ein K-Vektorraum, U ein Untervektorraum von V und F ∈ EndK(V ). U
heißt F -invariant, wenn F (U) ⊂ U ist.

7.3.1 Hinweis

Seien V ein K-Vektorraum, U ein Untervektorraum und F ∈ EndK(V ). Dann gilt:

(i) U ⊂ kern(F ) ⇒ U ist F -invariant

(ii) bild(F ) ⊂ U ⇒ U ist F -invariant

Beweis

trivial

7.3.2 Lemma

Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit n ≥ 2, F ∈ EndK(V ) und es gelte
kern(F ) 6⊂ bild(F ). Dann gibt es F -invariante Unterräume U1, U2 von V mit V =
U1 ⊕ U2.

Beweis

Für kern(F ) = V ist die Aussage nach (7.3.1)(i) klar. Es gelte also kern(F ) 6= V .
Sei W = kern(F ) ∩ bild(F ). Nach (4.3.4) gibt es in kern(F ) ein Komplement U1

von W . Nach Voraussetzung ist kern(F ) \W 6= ∅, also 1 ≤ dim(U1) ≤ n− 1. Ferner
sei U2 komplementär zu U1 so, dass bild(F ) ⊂ U2 ist. Nach (7.3.1) sind U1 und U2

F -invariant und es folgt die Behauptung.
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7.3.3 Lemma

Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, F ∈ EndK(V ) und W1,W2 F -
invariante Unterräume mit bild(F ) = W1 ⊕W2. Dann gibt es Untervektorräume
U1, U2 mit folgenden Eigenschaften:

(i) U1, U2 sind F -invariant.

(ii) W1 ⊂ U1 ∧W2 ⊂ U2

(iii) V = U1 ⊕ U2

Beweis

Nach (5.1.2)(iii) sind F−1(W1), F−1(W2) Untervektorräume von V , und wegen
bild(F ) = W1 ⊕W2 gilt V = F−1(W1) + F−1(W2). Da W1, W2 F -invariant sind,
gilt W1 ⊂ F−1(W1) und W2 ⊂ F−1(W2). Wir können daher die Untervektorräume
U1, U2 so wählen, dass gilt:
W1 ⊂ U1 ⊂ F−1(W1); U1 ist komplementär in F−1(W1) zu

(
F−1(W1) ∩W2

)
W2 ⊂ U2 ⊂ F−1(W2); U2 ist komplementär in F−1(W2) zu

(
F−1(W2) ∩ U2

)
Dann sind (i) und (ii) erfüllt und es gilt U1 ∩ U2 = {0}. Ferner gilt

F−1(W1) ⊂ U1 +
(
F−1(W1) ∩W2

)
⊂ U1 +W2 ⊂ U1 + U2

F−1(W2) ⊂
(
F−1(W2) ∩ U1

)
+ U2 ⊂ U1 + U2

also V = F−1(W1) + F−1(W2) ⊂ U1 + U2.

Definition

Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, B = {b1, . . . , bn} Basis von V und
F ∈ EndK(V ). B heißt Jordanbasis von V bezüglich F , wenn es δ2, . . . , δn ∈
{0, 1} ⊂ K und λ1, . . . , λn ∈ K gibt mit i ∈ {2, . . . , n} ∧ λi−1 6= λi ⇒ δi = 0, so
dass F (b1) = λ1b1 und F (bi) = δibi−1 + λibi für i = 2, . . . , n ist.

7.3.4 Hinweis

Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, F ∈ EndK(V ) und U1, U2 F -
invariante Untervektorräume mit V = U1⊕U2. Besitzt U1 eine Jordanbasis bezüglich
F |U1 und U2 eine Jordanbasis bezüglich F |U2 , so besitzt V eine Jordanbasis bezüg-
lich F .

Beweis

Die Vereinigung der Jordanbasen von U1 und U2 bildet (bei geeigneter Nummerie-
rung) eine Jordanbasis von V .

7.3.5 Hinweis

Seien V ein K-Vektorraum, U ein Untervektorraum von V , F ∈ EndK(V ) und
λ ∈ K. Dann ist U genau dann F -invariant, wenn U (F − λ idV )-invariant ist.

Beweis

⇒: F (U) ⊂ U ⇒ (F − λ idV )U ⊂ F (U) + U ⊂ U
⇐: Gilt (F − λ idV ) (u) ∈ U für jedes u ∈ U , so folgt F (u) ∈ λu + U = U für alle
u ∈ U .
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7.3.6 Hinweis

Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, F ∈ EndK(V ) und U ein F -
invarianter Untervektorraum. Zerfällt pF in Linearfaktoren, so auch pF |U .

Beweis

pF |U ist Teiler von pF .

7.3.7 Satz

Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, F ∈ EndK(V ) und pF zerfalle (über
K) in Linearfaktoren. Dann besitzt V eine Jordanbasis bezüglich F .

Beweis

(vollständige Induktion nach n)
Für n = 1 ist die Aussage trivial.
Sei also n ≥ 2 und die Behauptung gelte für unterdimensionale Vektorräume. Da
pF in Linearfaktoren zerfällt, besitzt F nach (7.2.6) einen Eigenwert. Sei also λ
Eigenwert von F . Dann gilt rang(F − λ id) < n.
Gilt kern(F − λ id) 6⊂ bild(F − λ id), so gibt es nach (7.3.2) (F − λ id)-invariante
Untervektorräume U1, U2 mit V = U1 ⊕ U2. Nach (7.3.5) sind U1, U2 F -invariant.
Wegen (7.3.6) besitzen U1, U2 nach Induktionsvoraussetzung Jordanbasen bezüglich
F |U1 bzw. F |U2 und die Behauptung folgt aus (7.3.4).
Im Folgenden gelte kern(F − λ id) ⊂ bild(F − λ id). Nach (7.3.1) und (7.3.5) ist
bild(F − λ id) ein F -invarianter Untervektorraum von V . Wegen (7.3.6) besitzt
bild(F − λ id) eine Jordanbasis {b1, . . . , bk} bezüglich F |bild(F−λ id), d.h. es gibt
δ2, . . . , δk ∈ {0, 1} und λ1, . . . , λk ∈ K mit i ∈ {2, . . . , k} ∧ λi−1 6= λi ⇒ δi = 0, so
dass F (b1) = λ1b1 und F (bi) = δibi−1 + λibi für i = 2, . . . , k ist.
Wir nehmen zunächst an, dass es einen Index i0 ∈ {2, . . . , k} gibt mit δi0 = 0.
Seien W1 = span {b1, . . . , bi0−1} und W2 = span {bi0 , . . . , bk}. Dann sind W1,W2

F -invariant, nach (7.3.5) also auch (F − λ id)-invariant und es gilt bild(F − λ id) =
W1 ⊕ W2. Nach (7.3.3) und (7.3.5) ist V direkte Summe von zwei (F − λ id)-
invarianten Untervektorräumen und nach (7.3.4) und (7.3.6) folgt die Behauptung
aus der Induktionsvoraussetzung.
Wir können also im Folgenden annehmen, dass δ2 = · · · = δk = 1 gilt. Insbe-
sondere folgt λ1 = · · · = λk. Da {0} 6= kern(F − λ id) ⊂ bild(F − λ id) ist, gilt
λ = λi und dim kern(F − λ id) = 1. Somit ist k = rang(F − λ id) = n − 1. Sei nun
b ∈ V \ bild(F − λ id). Dann ist B̄ = {b1, . . . , bn−1, b} eine Basis von V .
Seien µ1, . . . , µn−1, µ ∈ K mit F (b) =

(∑n−1
i=1 µibi

)
+ µb. Wegen (F − λ id) ∈

bild(F − λ id) = span {b1, . . . , bn−1} folgt µ = λ und es gilt

M B̄
B̄ =



λ 1 0 µ1

. . . . . .
...

. . . 1
...

0 λ µn−1

λ


Da kern(F − λ id) eindimensional ist, folgt µn−1 6= 0. Gesucht ist nun ein Vektor
bn, so dass {b1, . . . , bn} Jordanbasis von V bezüglich F ist, d.h. b1, . . . , bn linear
unabhängig und F (bn) = δnbn−1 + λnbn mit δn ∈ {0, 1}, λ ∈ K und λn−1 6=
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λn ⇒ δn = 0. Mit bn =
(∑n−1

i=1 αibi

)
+ αb führt dieses auf das folgende lineare

Gleichungssystem:



λ 1 0 µ1

. . . . . .
...

. . . 1
...

0 λ µn−1

λ




α1

...
αn−2

αn−1

α

 =


λnα1

...
λnαn−2

λnαn−1 + δn−1

λnα


Da b1, . . . , bn linear unabhängig sein sollen, muss α 6= 0 gelten, und es folgt λ = λn

und wegen µn−1 6= 0 auch 0 6= δn = 1. Somit verbleibt das lineare Gleichungssystem


0 1 0 µ1

...
. . . . . .

...
0 . . . 0 1 µn−1

0 . . . . . . . . . 0




α1

...
αn−1

α

 =


0
...
0
1
0


also 

1 0 . . . 0 µ1

0
. . . . . .

...
...

...
. . . . . . 0

...
0 . . . 0 1 µn−1




α2

...
αn−1

α

 =


0
...
0
1


Nach (5.2.15) ist das System für α2, . . . , αn−1, α eindeutig lösbar; α1 kann beliebig
gewählt werden. (Woher kommt der Freiheitsgrad?)
Insgesamt folgt hiermit die Behauptung.

Beispiel

Im Folgenden wollen wir die Jordan-Normalform mit Hilfe von Rangbetrachtungen
bestimmen. Ist J bekannt, so erhält man aus A = SJS−1 das Gleichungssystem
AS − SJ = 0 in den Einträgen von S (das von jeder Jordanbasis erfüllt wird).
Seien V = Q4 und

A =


1 − 4

3 − 2
3

10
3

0 2 0 −1
0 0 1 0
0 1 0 0


Es gilt

pF (x) = det(A− xI)

= (1− x)

∣∣∣∣∣∣
2− x 0 −1

0 1− x 0
1 0 −x

∣∣∣∣∣∣
= (1− x)4
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Für die JNF J kommen hier (bis auf Permutation der Jordanblöcke) nur die folgen-
den Matrizen in Frage:

J1 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 J2 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 J3 =


1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1



J4 =


1 0 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 J5 =


1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1


Nun gilt rang(F − λ id) = 2 und ferner rang(J1 − I) = 0, rang(J2 − I) = 1,
rang(J3 − I) = 2, rang(J4 − I) = 2 und rang(J5 − I) = 3. J muss also (bis auf
Permutation der Blöcke) gleich J3 oder J4 sein.
Nun gilt

(J3 − I)2 = 0

(J4 − I)2 =


0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0


also rang(J3 − I)2 = 0 und rang(J4 − I)2 = 1. Ferner gilt

(A− I)2 =


0 2 0 −2
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


d.h. rang(A− I)2 = 1. Da die Ränge bei Koordinatentransformation invariant sind,
muss J4 die JNF von A sein. Das zugehörige lineare Gleichungssystem lautet mit
S = (s1, s2, s3, s4):

AS − S − (0, 0, s2, s3) = (A− I)S − (0, 0, s2, s3)
A− I 0 0 0

0 A− I 0 0
0 −I A− I 0
0 0 −I A− I



s1
s2
s3
s4

 = 0

Man beachte, dass S vollen Rang haben muss.

Bezeichnung

Sei J ∈ Kn×n eine Jordanmatrix. Seien t ∈ N, λ1, . . . , λt ∈ K paarweise verschieden
und r1, . . . , rt ∈ N, so dass

pJ = ±
t∏

i=1

(x− λi)
ri

Ferner sei für i = 1, . . . , t und j = 1, . . . , n kij die Anzahl der Jordanblöcke von J
zum Eigenwert λi der Größe j. Dann heißen (n, t, λi, ri, kij) Parameter von J .

7.3.8 Hinweis

Jede Jordanmatrix J ist bis auf Permutation ihrer Blöcke eindeutig durch ih-
re Parameter bestimmt. Ferner gilt

∑k
i=1 ri = n und für jedes i = 1, . . . , t gilt∑n

j=1 jkij = ri,
∑t

i=1

∑n
j=1 kij ist die Anzahl s der Jordanblöcke von J .
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7.3.9 Lemma

Es sei J eine Jordanmatrix mit den Parametern (n, t, λi, ri, kij). Dann gilt für i =
1, . . . , t:

(i)
∑n

j=1 kij = n− rang(J − λiI)

(ii) und für l = 2, . . . , n:
∑n

j=l kij = rang(J − λiI)l−1 − rang(J − λiI)l

Beweis

Seien J1 ∈ Kn1×n1 , . . . , Js ∈ Kns×ns die Jordanblöcke von J , p ∈ {1, . . . , s}, i, q ∈
{1, . . . , t} und sei λq Eigenwert von Jp. Dann gilt für l = 1, . . . , n mit der Setzung
M0 = I

(Jp − λiI)l =



λq − λi 1 0 . . . 0

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . 0
...

. . . . . . 1
0 . . . . . . . 0 λq − λi



l

=


(λq − λi) I +



0 1 0 . . . 0
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 0

...
. . . 1

0 . . . . . . . . . . . . 0





l

=
l∑

k=0

(
l

k

)
(λq − λi)k



0 1 0 . . . 0
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 0

...
. . . 1

0 . . . . . . . . . . . . 0



l−k

also

rang(Jp − λiI)l =


np für q 6= i

np − l für q = i ∧ np ≥ l + 1
0 für q = i ∧ np ≤ l

Somit gilt

rang(J − λiI)l−1 − rang(J − λiI)l =
s∑

p=1

(
rang(Jp − λiI)l−1 − rang(JpλiI)l

)
=

n∑
j=l

kij

und somit die Behauptung.

Bemerkung

Aus (7.3.9) lassen sich alle kij bestimmen; ferner sind alle Parameter invariant
gegenüber Ähnlichkeitstransformationen (Basiswechsel).
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7.3.10 Satz

Seien A,B ∈ Kn×n und JA, JB zu A bzw. B ähnliche Jordanmatrizen. Dann sind
A und B ähnlich genau dann, wenn JA bis auf Permutation der Jordanblöcke mit
JB übereinstimmt.

Beweis

�⇐�: trivial
�⇒�: Seien S ∈ GL(n,K) mit A = SBS−1 und l ∈ N. Dann gilt Al = (SBS−1)l =
SBlS−1. Da ähnliche Matrizen den selben Rang besitzen, haben JA und JB nach
(7.3.9) die selben Parameter und die Behauptung folgt aus (7.3.8).

Beispiel

(s. oben)

k1 + k2 + k3 + k4 = 4− 2 = 2
k2 + k3 + k4 = 2− 1 = 1

k3 + k4 = 1− 0 = 1
k4 = 0

Es folgt k1 = k3 = 1 und k2 = k4 = 0.

Bemerkung

Aus (7.3.10) folgt insbesondere, dass zwei Jordanmatrizen genau dann ähnlich sind,
wenn sie bis auf Permutation der Jordanblöcke übereinstimmen.
Natürlich kann man wegen der speziellen Beziehung von R und C mittels (7.3.7)
auch reelle Normalformen herleiten (falls pF über R nicht in Linearfaktoren zerfällt);
vgl. Biskorn, Lineare Algebra und analytische Geometrie II, S. 165ff oder Kowalsky,
Michler, Lineare Algebra, S. 338f.

7.4 Anwendungen auf Differenzen- und Differenti-
algleichungen

Wir betrachten zunächst noch einmal das Beispiel aus (1.2).

ai = Axi−1, A =
(

0, 8 0, 1
0, 2 0, 9

)
, x0, . . . ∈ R2

Es gilt

pA(x) = (0, 8− x)(0, 9− x)− 0, 02 = (x− 1)(x− 0, 7), x ∈ R

Nach (7.2.2) bzw. (7.2.11) ist A zur Diagonalmatrix

D =
(

1 0
0 0, 7

)
ähnlich. Es gilt

kern(A− I) =
{
x ∈ R2 : (−0, 2, 0, 1)x = 0

}
= span

{(
1
2

)}
kern(A− 0, 7I) =

{
x ∈ R2 : (0, 1, 0, 1)x = 0

}
= span

{(
1
−1

)}
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und mit

S =
(

1 1
2 −1

)
, S−1 =

1
3

(
1 1
2 −1

)
folgt A = SDS−1. Ferner ist

xi = Aix0 = (SDiS−1)x0

=
1
3

(
1 1
2 −1

)(
1 0
0 0, 7i

)(
1 1
2 −1

)
x0

=
1
3

(
1 + 2 · 0, 7i 1− 0, 7i

2(1− 0, 7i) 2 + 0, 7i

)
x0

i→∞−→ 1
3

(
1 1
2 2

)
x0

=
(

1
3
2
3

)
(x01 + x02)

wobei x0 =
(
x01
x02

)
.

Es findet also Konvergenz statt gegen den Gleichgewichtszustand
(

1
3
2
3

)
p, wobei p

die Gesamtpopulation ist.

Beispiel

(n = 3)
Führt die Matrix einer 3× 3 - Differenzengleichung etwa auf

J =

λ 1 0
0 λ 1
0 0 λ


so ist wegen Ai = SJ iS−1 die Potenz J i zu berechnen. Es gilt J = λI + C mit

C =

0 1 0
0 0 1
0 0 0


Wegen

C2 =

0 0 1
0 0 0
0 0 0


und Ci = 0 für i ≥ 3 folgt für i ≥ 2

J i =
i∑

l=0

(
i

l

)
λlI lCi−l

=
(
i

i

)
λiIC0 +

(
i

i− 1

)
λl−1IC +

(
i

i− 2

)
λi−2IC2

= λiI + iλi−1IC +
1
2
i(i− 1)λi−2IC2

=

λi iλi−1 1
2 i(i− 1)λi−2

0 λi iλi−1

0 0 λi


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In (7.1) haben wir gesehen, wie man im Falle der Diagonalisierbarkeit der Koeffi-
zientenmatrix lineare Anfangswertprobleme mit konstanten Koeffizienten behandeln
kann:

u′ = Au→ u′ = (SDS−1)u→ (S−1u)′ = D(S−1u)

y := S−1u→ y′ = Dy

Fundamentalsystem:

eλ1t


1
0
...
0

+ · · ·+ eλnt


0
...
0
1


Beispiel

Sei

J =

λ 1 0
0 λ 1
0 0 λ


Mit

y1 :=

eλt

0
0

 y2 :=

teλt

eλt

0

 y3 :=

 1
2 t

2eλt

teλt

eλt


gilt dann

y′1 = Jy1

y′2 =

eλt + λteλt

λeλt

0

 = Jy2

y′3 =

teλt + 1
2λt

2eλt

eλt + λteλt

λeλt

 = Jy3

d.h. man erhält ein Fundamentalsystem.
Der Zusammenhang wird noch deutlicher, wenn man die Fundamentallösungen in
einer Matrix zusammenfasst:

• diagonalisierbar: D =

λ1 0
. . .

0 λn

→

e
λ1t 0

. . .
0 eλnt



• Jordanmatrix: J =

J1 0
. . .

0 Js

→

L1 0
. . .

0 Ls


mit

Li =



eλit teλit 1
2! t

2eλit 1
(ni−1)! t

ni−1eλit

0 eλit teλit
. . .

...
...

. . . eλit
. . . 1

2! t
2eλit

...
. . . . . . teλit

0 . . . . . . . . . . . . . . 0 eλit


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Kapitel 8

Euklidische und unitäre
Räume

Wir haben bereits gesehen, dass Determinanten zur Volumenberechnung von Par-
allelotopen führen. Wir befassen uns jetzt auch mit Winkeln und Längen.

8.1 Einführung: Kanonische Skalarprodukte im Rn

und Cn

Bezeichnung

Die Abbildung

〈, 〉R : Rn × Rn → R

(x, y) 7→ 〈x, y〉R :=
n∑

i=1

xiyi

für alle x =

x1

...
xn

, y =

y1...
yn

 heißt (kanonisches) Skalarprodukt des Rn.

8.1.1 Hinweis

Seien x, x1, x2, y, y1, y2 ∈ Rn, λ ∈ R. Dann gilt:
(i) 〈x, y〉R = xT y = yTx

(B1) 〈x1 + x2, y〉R = 〈x1, y〉R + 〈x2, y〉R
〈x, y1 + y2〉R = 〈x, y1〉R + 〈x, y2〉R

(B2) 〈λx, y〉R = λ 〈x, y〉R
〈x, λy〉R = λ 〈x, y〉R

(S) 〈x, y〉R = 〈y, x〉R
(PD) 〈x, x〉R ≥ 0

〈x, x〉R = 0 ⇔ x = 0

Beweis

trivial

105
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Bemerkung

(i), (B1), (B2), (S) kann man über beliebigen Vektorräumen definieren. (PD) setzt
eine Ordnungsrelation ≥ in K voraus.

Bezeichnung

Die Abbildung ‖ ‖(2) : Rn → R, definiert durch ‖x‖(2) =
√
〈x, x〉R für x ∈ Rn heißt

euklidische Norm des Rn.

Beispiel

x ∈ R1 ⇒ ‖x‖(2) =
√
x2 = |x|

x =
(
x1
x2

)
∈ R2 ⇒ ‖x‖ =

√
x2

1 + x2
2

Nach dem Satz des Phytagoras ist ‖x‖(2) die Länge des Vektors x. Induktiv zeigt
man, dass allgemeiner für x ∈ Rn ‖x‖(2) der Abstand des Punktes x zum Nullpunkt
ist.

Bezeichnung

Die Abbildung d(2) : Rn × Rn → R, definiert durch d(2)(x, y) = ‖x − y‖(2) für alle
x, y ∈ Rn heißt euklidischer Abstand (euklidische Distanz, euklidische
Metrik).

8.1.2 Hinweis

Seien x, y, z ∈ Rn, λ ∈ R. Dann gilt:

(N1) ‖x‖(2) ≥ 0 ∧ ‖x‖(2) = 0 ⇔ x = 0

(N2) ‖λx‖(2) = |λ|‖x‖(2)

(N3) ‖x− y‖(2) ≤ ‖x‖(2) + ‖y‖(2)

(D1) d(2)(x, y) ≥ 0 ∧ d(2)(x, y) = 0 ⇔ x = y

(D2) d(2)(x, y) = d(2)(y, x)

(D3) d(2)(x, z) ≤ d(2)(x, y) + d(2)(y, z)

Beweis

(N1), (N2), (D1), (D2) sind trivial. (D3) folgt aus (N3). (d(2)(x, z) = ‖x − z‖(2) =
‖x− y + y − z‖(2) ≤ ‖x− y‖(2) + ‖y − z‖(2)).
Wegen ‖x + y‖2(2) = 〈x+ y, x+ y〉R = 〈x, x〉R + 2 〈x, y〉R + 〈y, y〉R = ‖x‖2(2) +
2 〈x, y〉R + ‖y‖2(2) = (‖x‖(2) + ‖y‖(2))2 + 2(〈x, y〉R − ‖x‖(2)‖x‖(2)) folgt (N3) aus
folgender Ungleichung.

8.1.3 Lemma (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)

Seien x, y ∈ Rn. Dann gilt | 〈x, y〉R | ≤ ‖x‖(2)‖y‖(2) mit Gleichheit genau dann wenn
x und y linear abhängig sind.
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Beweis

Für n = 1 ist die Aussage trivial. Sei also n ≥ 2. Es gilt ‖x‖2(2)‖y‖(2) − 〈x, y〉
2
R =

(xTx)(yT y)− (xT y)(yTx) =
∣∣∣∣xTx xT y
yTx yT y

∣∣∣∣ = |ATA| mit A = (x, y) ∈ Rn×2.

Mittels vollständiger Induktion nach n folgt

det(ATA) =
n∑

i,j=1,...,n
i<j

∣∣∣∣xi xj

yi yj

∣∣∣∣2
x =

x1

...
xn

 , y =

y1...
yn




Also gilt ‖x‖2(2)‖y‖
2
(2) − 〈x, y〉2R =

∑n
i,j=1,...,n

i<j

∣∣∣∣xi xj

yi yj

∣∣∣∣ ≥ 0 mit Gleichheit genau

dann, wenn
∣∣∣∣xi xj

yi yj

∣∣∣∣ = 0 für alle i, j = 1, . . . , n und i < j und es folgt die Behaup-

tung.

8.1.4 Korollar

Seien x, y ∈ Rn \ {0}. Dann gilt

−1 ≤
〈x, y〉R

‖x‖(2)‖y‖(2)
≤ 1

Beweis

folgt aus (8.1.3)

Interpretation

x, y ∈ Rn \ {0}

〈x, y〉R
‖x‖(2)‖y‖(2)

=
〈

x

‖x‖(2)
,

y

‖y‖(2)

〉
=
(

cosα
sinα

)T(cosβ
sinβ

)
= cosα cosβ + sinα sinβ = cos(β − α)

Insbesondere ist also 〈x, y〉R ≥ 0 genau dann, wenn x und y aufeinander senkrecht
stehen.
Bezeichnet ](x, y) den (zwischen 0 und π liegenden unorientierten) Winkel zwischen
x und y, so ist also 〈x, y〉R = ‖x‖(2)‖y‖(2) cos(](x, y)), d.h. Produkt von ‖x‖(2) und
der Länge der senkrechten (orthogonalen) Projektion von y auf span({x}).

Wir betrachten jetzt den komplexen Fall. Da C nicht angeordnet ist, kann man
(PD) nur erwarten, wenn 〈z, z〉R ∈ R für alle z ∈ C ist. (B2) ergäbe sich dann aber
zu 〈iz, iz〉R = i2 〈z, z〉R = −〈z, z〉R, d.h. 〈z, z〉R ≥ 0 und 〈iz, iz〉R = −〈z, z〉 ≥ 0,
also 〈z, z〉 = 0.
Wenn man also (B1), (B2), (S) und (PD) fordert, so erhält man nur die triviale
Funktion 0. Für z = a + ib mit a, b ∈ R gilt |z|2 = a2 + b2 = zz. Wir definieren
daher:

Bezeichnung

Die Abbildung 〈, 〉C : Cn × Cn → C, definiert durch 〈z, w〉C =
∑n

i=1 ziwi für alle

z =

z1...
zn

 und w =

w1

...
wn

 heißt (kanonisches) Skalarprodukt des Cn.
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8.1.5 Hinweis

Seien z, z1, z2, w, w1, w2 ∈ Cn und λ ∈ C. Dann gilt:
(B1) 〈z1 + z2, w〉C = 〈z1, w〉C + 〈z2, w〉C

〈z, w1 + w2〉C = 〈z, w1〉C + 〈z, w2〉C
(B2) 〈λz,w〉C = λ 〈z, w〉C

〈z, λw〉C = λ 〈z, w〉C
(S) 〈z, w〉C = 〈w, z〉C

(PD) 〈z, z〉C ∈ R, 〈z, z〉C ≥ 0
〈z, z〉C = 0 ⇒ z = 0

Beweis

Wegen (PD) kann man mittels ‖z‖ =
√
〈z, z〉C und durch d(z, w) = ‖z−w‖ Norm

und Metrik defineren.

8.2 Skalarprodukte und hermitesche Formen

Definition

Seien V ein R-Vektorraum und F : V ×V → R eine Bilinearform. F heißt Skalar-
produkt, wenn gilt:

(S) x, y ∈ V ⇒ F (x, y) = F (y, x) (symmetrisch)
(PD) x ∈ V \ {0} ⇒ F (x, x) > 0 (positiv definit)

Hinweis

Ist F ein Skalarprodukt, so gilt natürlich F (0, 0) = 0, also x ∈ V ⇒ F (x, x) ≥ 0.

Beispiele

(a) Seien

A =
(

4 −2
−2 3

)
und F : R2 × R2 → R definiert durch F (x, y) = xTAy. Dann ist F bilinear.
Ferner gilt

F (y, x) = yTAx = (yTAx)T = xTAT y = xTAy = F (x, y)

d.h. F ist symmetrisch. Mit x =
(
x1
x2

)
∈ R2 folgt ferner

F (x, x) = (x1, x2)
(

4 −2
−2 3

)(
x1

x2

)
= (2x1 − x2)2 + 2x2

2 ≥ 0

Aus F (x, x) = 0 folgt 2x1 − x2 = x2 = 0, d.h. x = 0. F ist somit positiv
definit.

(b) Seien V der Vektorraum der auf [−π, π] stetigen reellen Funktionen, h ∈ V
mit h(t) > 0∀t ∈ [−π, π] und F : V × V → R sei definiert durch F (f, g) =∫ π

−π
h(t)f(t)g(t) dt für f, g ∈ V . F ist eine symmetrische Bilinearform. Ferner

gilt F (f, f) =
∫ π

−π
h(t)f2(t) dt ≥ 0; wegen der Stetigkeit von f gilt F (f, f) = 0

nur für f = 0.
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Definition

Seien V ein C-Vektorraum, F : V × V → C. F heißt sesquilinear, wenn gilt:
(B1) z, z1, z2, w, w1, w2 ∈ V ⇒ F (z1 + z2, w) = F (z1, w) + F (z2, w)∧

∧F (z, w1 + w2) = F (z, w1) + F (z, w2)
(B2) z, w ∈ V ∧ λ ∈ C ⇒ F (λz,w) = λF (z, w) ∧ F (z, λw) = λF (z, w)
F heißt hermitesch oder Hermitesche Form, wenn zusätzlich gilt:

(S) z, w ∈ V ⇒ F (z, w) = F (w, z)
Gilt ferner
(PD) z ∈ V \ {0} ⇒ F (z, z) > 0

so heißt F Skalarprodukt.

Definition

Seien K ∈ {R,C}, V ein K-Vektorraum und F ein Skalarprodukt. Dann heißt
(V, F ) (oder kürzer V ) euklidischer Raum, falls K = R und unitärer Raum
falls K = C.

Bezeichnung

Skalarprodukte werden im Folgenden (meistens) mit 〈, 〉 bezeichnet.
Wir zeigen nun, in welcher Beziehung euklidische und unitäre Räume stehen.

Definition

Seien V ein R-Vektorraum, Z = Z(V ) := {(x, y) : x, y ∈ V }. + : Z × Z → Z und
· : C× Z → Z seien definiert durch

z1 = (x1, y1) ∈ Z ∧ z2 = (x2, y2) ∈ Z ⇒ z1 + z2 := (x1 + x2, y1 + y2)
λ = λ1 + λ2i ∧ λ1, λ2 ∈ R ∧ z = (x, y) ∈ Z ⇒ λz := (λ1x− λ2y, λ1y + λ2x)

Dann heißt (Z,+, ·) (oder kürzer Z) komplexe Erweiterung von V .

8.2.1 Hinweis

Sei V ein R-Vektorraum. Dann ist Z(V ) ein C-Vektorraum.

Beweis

nachrechnen!
V kann in Z(V ) in folgendem Sinn eingebettet werden:

Bezeichnung

Seien V ein R-Vektorraum und ψ : V → Z(V ) definiert durch ψ(v) = (v, 0) für
v ∈ V . Dann heißt ψ kanonische Einbettung von V in Z(V ).

8.2.2 Hinweis

Seien V ein R-Vektorraum, Z seine komplexe Erweiterung und ψ die kanonische
Einbettung. Dann ist ψ injektiv und es gilt für alle x, y ∈ V und λ, µ ∈ R: ψ(λx+
µy) = λψ(x) + µψ(y).

Beweis

trivial
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Bemerkung

Wir identifizieren ein Paar (x, 0) ∈ Z mit dem zugehörigen Vektor x ∈ V . Dann gilt
wegen i(y, 0) = (0, y) stets (x, y) = x+ iy.

8.2.3 Satz

Seien V1, V2 R-Vektorräume, F : V1 → V2 linear und Z1 = Z(V1), Z2 = Z(V2). Dann
gibt es genau eine lineare AbbildungG = G(F ) : Z1 → Z2 mitG(x) = F (x)∀x ∈ V1.

Sprechweise

F kann auf genau eine Weise zu einer linearen Abbildung G : Z1 → Z2 fortgesetzt
werden.

Beweis

Sei zunächst G : Z1 → Z2 eine solche Fortsetzung. Dann gilt für jeden Vektor
z = x+ iy mit x, y ∈ V G(z) = G(x+ iy) = G(x) + iG(y) = F (x) + iF (y), d.h. G
ist eindeutig durch F bestimmt.
Andererseits wird durch G(z) = F (x)+ iF (y) für z = x+ iy eine solche Fortsetzung
definiert.

8.2.4 Satz

Sei (V, F ) ein euklidischer Raum. Dann gibt es genau ein Skalarprodukt G auf Z(V )
mit G(x, y) = F (x, y) für alle x, y ∈ V (�Fortsetzung�).

Beweis

Sei G eine solche Fortsetzung. Mit z1 = x1 + iy1 und z2 = x2 + iy2, x1, x2, y1, y2 ∈ V
gilt dann

G(z1, z2) = G(x1 + iy1, x2 + iy2)
= G(x1, x2) +G(y1, y2) + i(G(y1, x2)−G(x1, y2))
= F (x1, x2) + F (y1, y2) + i(F (y1, x2)− F (x1, y2))

d.h. G ist durch F eindeutig bestimmt.
Andererseis definiert diese Beziehung ein Skalarprodukt in Z(V ).

Bemerkung

Satz (8.2.4) besagt, dass sich jeder euklidische Raum in einen unitären Raum einbet-
ten lässt. Sätze über Skalarprodukte brauchen daher im Allgemeinen nur für unitäre
Räume bewiesen werden und lassen sich dann auf den reellen Fall übertragen.

8.2.5 Bemerkung

Sei V ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum, B = {b1, . . . , bn} eine Basis von V
und F eine Sesquilinearform. Ferner sei A := MB(F ) = (F (bi, bj))i,j=1,...,n. Dann
gilt für alle v, w ∈ V mit x = Φ−1(v), y = Φ−1(w)

F (v, w) = xTAy
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Beweis

Seien x = (x1, . . . , xn)T , y = (y1, . . . , yn)T . Dann gilt

F (v, w) = F

 n∑
i=1

xibi,
n∑

j=1

yjbj


=

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyjF (bi, bj)

= xTAy

Hinweis

Reelle Matrizen und Bilinearformen bzw. komplexe Matrizen und Sesquilinearfor-
men entsprechen einander. Es gilt F (w, v) = yTAx = (yTAx)T = xTA

T
y. Ist F

also hermitesch, so folgt xTAy = xA
T
y für alle x, y ∈ Cn, also A = A

T
.

Definition

Seien K ∈ {R,C} und A = (aij)i,j=1,...,n ∈ Kn×n. Für K = R (K = C) heißt
A symmetrisch (hermitesch), wenn A = AT (A = AT ) und positiv definit,
wenn xTAx > 0 (xTAx > 0) für alle x ∈ Kn \ {0}. A = (aij)i,j=1,...,n heißt die zu
A konjugiert komplexe Matrix.

8.2.6 Hinweis (Basiswechsel)

Seien K ∈ {R,C}, V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F eine Sesquilinear-
form. Sind B1 und B2 Basen von V , M1 = MB1(F ), M2 = MB2(F ) und S die zu
Φ−1
B1

ΦB2 gehörige Matrix, so gilt M2 = STM1S für K = R und M2 = STM1S für
K = C.

Beweis

Seien v, w ∈ V und für i = 1, 2 seien xi = Φ−1
Bi

(v) und yi = Φ−1
Bi

(w). Nach (8.2.5)
gilt dann F (v, w) = xT

1 M1y1 = xT
2 M2y2.

Nun gilt andererseits x1 = Φ−1
B1

ΦB2(x2) und y1 = Φ−1
B1

ΦB2(y2). Somit folgt

xT
2 M2y2 = xT

1 M1y1

= (Sx2)TM1(Sy2)

= xT
2 (STM1S)y2

Da dieses für alle v, w ∈ V gilt, folgt M2 = STM1S.

8.3 Orthogonalität und Orthonormalität

Definition

Sei V ein euklidischer oder unitärer Vektorraum. Dann heißt ‖ ‖ : V → R, definiert
durch ‖v‖ :=

√
〈v, v〉 für v ∈ V die (〈, 〉 zugeordnete) Norm.

Die Abbildung d : V ×V → R, definiert durch d(v, w) = ‖v−w‖ für v, w ∈ V heißt
(von ‖ ‖) induzierte Metrik.
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8.3.1 Satz (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)

Sei V ein euklidischer oder unitärer Vektorraum. Dann gilt für alle v, w ∈ V :
| 〈v, w〉 | ≤ ‖v‖‖w‖ mit Gleichheit genau dann, wenn v und w linear abhängig sind.

Beweis

Für w = 0 gilt 〈v, w〉 = 0 = ‖w‖; wir können also im Folgenden w 6= 0 voraussetzen.
Dann gilt auch ‖w‖ > 0 und wir können λ = 〈v,w〉

〈w,w〉 setzen. Es folgt

0 ≤ 〈v − λw, v − λw〉

= 〈v, v〉 − λ〈v, w〉 − λ 〈v, w〉+ λλ 〈w,w〉

= 〈v, v〉 − 〈v, w〉 〈v, w〉
〈w,w〉

− 〈v, w〉 〈v, w〉
〈w,w〉

+
〈v, w〉 〈v, w〉
〈w,w〉

also nach Multiplikation mit 〈w,w〉:

0 ≤ 〈v, v〉 〈w,w〉 − | 〈v, w〉 |2 = ‖v‖2‖w‖2 − | 〈v, w〉 |2

Da 〈, 〉 positiv definit ist, gilt das Gleichheitszeichen genau dann, wenn v − λw = 0
gilt, und es folgt die Behauptung.

8.3.2 Korollar

Sei V ein euklidischer oder unitärer Vektorraum. Dann gelten die Eigenschaften
(N1) - (N3) und (D1) - (D3) aus (8.1.2), d.h. für u, v, w ∈ V und λ ∈ K:

• ‖v‖ ≥ 0, ‖v‖ = 0 ⇔ v = 0

• ‖λv‖ = |λ|‖v‖

• ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖

• d(v, w) ≥ 0, d(v, w) = 0 ⇔ v = w

• d(v, w) = d(w, v)

• d(u,w) ≤ d(u, v) + d(v, w)

Hinweis

Mit Hilfe der Eigenschaften aus (8.3.2) kann man allgemein Normen und Metriken
definieren (→ Funktionalanalysis). In euklidischen Räumen kann man wie in (8.1)
mittels (8.3.1) Winkel erklären.

Wir betrachten im Folgenden den Spezialfall des �senkrecht stehens�.

Definition

Sei V ein euklidischer oder unitärer Vektorraum.

(i) Sei v ∈ V \ {0}. v heißt normiert, wenn ‖v‖ = 1 ist.

(ii) Seien v, w ∈ V . v und w heißen orthogonal, wenn 〈v, w〉 = 0 gilt.
Schreibweise: v⊥w.

(iii) Seien U,W Untervektorräume von V . U und W heißen orthogonal, wenn
gilt: u ∈ U ∧ v ∈ V ⇒ u⊥v.
Schreibweise: U⊥V .
Sprechweise: ⊥: �ist orthogonal zu�, �steht senkrecht auf�.
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(iv) Sei M ⊂ V nicht leer. Dann heißt M⊥ := {v : v ∈ V ∧ x ∈ M ⇒ v⊥x}
orthogonales Komplement von M .

(v) Sei M ⊂ V . M heißt Orthogonalsystem, wenn gilt 0 6∈ M 6= ∅ und x, y ∈
M ⇒ x⊥y.
M heißt Orthonormalsystem, wenn M ein Orthogonalsystem ist und jeder
Vektor aus M normiert ist.
M heißt Orthonormalbasis, wenn M Basis von V und Orthonormalsystem
ist.

(vi) Seien U1, . . . , Uk Untervektorräume von V mit V = U1⊕· · ·⊕Uk. Gilt Ui⊥Uj

für i, j = 1, . . . , k, i 6= j, so heißt die direkte Summe orthogonal.
Schreibweise1: V = U1 � . . .� Uk

Bemerkung

(1) Ist B Orthonormalbasis von V , so gilt für x, y ∈ B:

〈x, y〉 =

{
0 für x 6= y

1 für x = y

(2) Ist ∅ 6= M ⊂ V , so ist M⊥ ein Untervektorraum von V .

(3) Ist M ein Orthogonalsystem, so ist M̂ =
{

x
‖x‖ : x ∈M

}
ein Orthonormalsys-

tem.

8.3.3 Bemerkung

Seien V ein euklidischer oder unitärer Raum und M ein Orthogonalsystem. Dann
ist M linear unabhängig.

Beweis

Seien v1, . . . , vk ∈ M , λ1, . . . , λk ∈ K mit
∑k

i=1 λkvk = 0. Dann gilt für j ∈
{1, . . . , k}:

0 =

〈
n∑

i=1

λivi, vj

〉
=

n∑
i=1

λi 〈vi, vj〉 = λj‖vj‖2

also λj = 0. Da j beliebig gewählt war, folgt die Behauptung.

8.3.4 Bemerkung

Seien V ein euklidischer oder unitärer Vektorraum, {b1, . . . , bn} eine Orthogonalba-
sis und v, w ∈ V , λ1, . . . , λn, µ1, . . . , µn ∈ K mit v =

∑n
i=1 λibi und w =

∑n
i=1 µibi.

Dann gilt 〈v, w〉 =
∑n

i=1 λiµi und speziell λi = 〈v, bi〉 für i = 1, . . . , n.

1Das Symbol �, das in diesem Script für die direkte orthogonale Summe verwendet wird,
entspricht nicht dem in der Vorlesung verwendeten (ein eingekreistes ⊥). Dieses Symbol scheint es
in LATEX nicht zu geben.
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Beweis

〈v, w〉 =

〈
n∑

i=1

λibi,
n∑

j=1

µjbj

〉

=
n∑

i=1

n∑
j=1

λiµj 〈bi, bj〉

=
n∑

i=1

λiµi

8.3.5 Hinweis

Seien K ∈ {R,C}, V ein K-Vektorraum, B = {b1, . . . , bn} eine Basis. Dann ist
durch

〈v, w〉 =
(
Φ−1

B (v)
)T

Φ−1
B (w)

ein Skalarprodukt definiert, bezüglich dessen B eine Orthonormalbasis ist.

Beispiel

Sei V der Vektorraum aller in [−π, π] stetigen reellen Funktionen und 〈, 〉 das durch
〈f, g〉 = 1

π

∫ π

−π
f(t)g(t) dt für f, g ∈ V definierte Skalarprodukt. Sei M die Menge

der Funktionen 1√
2
, cos(nt), sin(nt), n ∈ N. Dann ist M ein Orthonormalsystem.

Im Folgenden geben wir ein Verfahren an, wie man aus einer gegebenen Basis
eine Orthonormalbasis konstruieren kann.

Definition

Eine Menge heißt abzählbar unendlich, wenn es eine bijektive Abbildung ϕ :
M → N gibt. Ein K-Vektorraum heißt von abzählbar unendlicher Dimension,
wenn er eine abzählbar unendliche Basis besitzt.

Beispiel

K[X] hat abzählbar unendliche Dimension, Abb(R,R) besitzt kein abzählbares Er-
zeugendensystem.

8.3.6 Satz (Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfah-
ren)

Seien V ein euklidischer oder unitärer Vektorraum, N ⊂ N endlich oder N = N und
A = {ai : i ∈ N} eine linear unabhängige Teilmenge von V . Dann gibt es genau
ein Orthonormalsystem B = {bi : i ∈ N}, so dass mit Ak = {ai : i = 1, . . . , k} und
Bk = {bi : i = 1, . . . , k} für k ∈ N gilt:

(i) span(Ak) = span(Bk)

(ii) Sei Sk die Transformationsmatrix des Basiswechsels Φ−1
Ak

◦ ΦBk
. Dann ist

det(Sk) ∈ ]0,∞[.
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Beweis

Die Vektoren werden induktiv definiert.
Da A linear unabhängig ist, gilt a1 6= 0 und wir setzen b1 = 1

‖a1‖a1. Natürlich gilt

span(A1) = span(B1) und es gilt det(S1) = 1
‖a1‖ ∈ ]0,∞[. Ist andererseits b̂1 ein

anderer Vektor mit (i) und (ii), so folgt wegen (i) b̂1 = λa1 mit einem λ ∈ K; wegen
‖b̂1‖ = 1 gilt |λ| = 1

‖a1‖ . Wegen λ = det(Ŝ1) ∈ ]0,∞[ folgt λ = 1
‖a1‖ , also gilt

b̂1 = b1.
Wir nehmen nun an, dass b1, . . . , bn bereits konstruiert sind, so dass (i) und (ii)
gelten. Sei cn+1 = an+1 −

∑n
i=1 〈an+1, bi〉 bi. Dann folgt mit Hilfe der Induktions-

voraussetzung span(An+1) = span(Bn∪{an+1}) = span(Bn∪{cn+1}). Insbesondere
ist Bn ∪ {cn+1} linear unabhängig und wir können bn+1 = 1

‖cn+1‖cn+1 setzen. Es
gilt für i = 1, . . . , n

〈bn+1, bj〉 =
1

‖cn+1‖

〈
an+1 −

n∑
i=1

〈an+1, bi〉 , bj

〉

=
1

‖cn+1‖
(〈an+1, bj〉 − 〈an+1, bj〉) = 0

Bn+1 erfüllt also (i).
Sn+1 = (sij)i,j=1,...,n+1 ist die durch folgende Gleichungen bestimmte Dreiecksma-
trix:

b1 = s11a1

b2 = s12a1 + s22a2

...
bn = s1na1 + · · ·+ snnan

bn+1 = s1,n+1a1 + · · ·+ sn,n+1an +
1

‖cn+1‖
an+1

Es folgt det(Sn+1) = det(Sn) 1
‖cn+1‖ ∈ ]0,∞[. Ist andererseits ˆbn+1 ein anderer

Vektor, für den (i) und (ii) erfüllt sind, so folgt ˆbn+1 =
∑n

i=1 λibi + λn+1bn+1 mit

λn+1 ∈ ]0,∞[. Wegen
〈

ˆbn+1, bi

〉
= 0 für i = 1, . . . , n folgt ˆbn+1 = λn+1bn+1 und

‖bn+1‖ = 1 = |λn+1|.

8.3.7 Korollar

Seien V ein euklidischer oder unitärer Vektorraum endlicher oder abzählbar un-
endlicher Dimension und {b1, . . . , bn} ⊂ V Orthogonalsystem. Dann gibt es eine
Orthonormalbasis von V , die {b1, . . . , bn} enthählt.

Beweis

Folgt aus (4.2.5) und (8.3.6).

Beispiele

(a) (R4, 〈, 〉R)

a1 =


4
2
−2
−1

 a2 =


2
2
−4
−5

 a3 =


0
8
−2
−5


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b1 =
1

‖a1‖
a1 =

1
5


4
2
−2
−1



c2 = a2 − 〈a2, b1〉R b1 =


2
2
−4
−5

− 25 · 1
5
· 1
5


4
2
−2
−1

 =


−2
0
−2
−4


b2 =

1
‖c2‖

c2 =
1√
24
c2

c3 = a3 − 〈a3, b1〉R b1 − 〈a3, b2〉R b2

=


0
8
−2
−5

− 25 · 1
5
· 1
5


4
2
−2
−1

− 24 · 1
i
√

24
· 1√

24


−2
0
−2
−4

 =


−2
6
2
0



b3 =
1

‖c3‖
c3 =

1√
44


−2
6
2
0


(b) K[X]2, 〈p, q〉 :=

∫ 1

0
p(x)q(x) dx für p, q ∈ K[X]2 und für i = 1, 2, 3 seien

ai ∈ K[X]2 mit ai(x) = xi−1.

‖a1‖2 =
∫ 1

0

1 · 1 dx = 1 ⇒ b1 = a1

c2 = a2 − 〈a2, b1〉 b1 , d.h. c2(x) = x1 −
(∫ 1

0

x · 1 dx
)
x0 = x− 1

2

‖c2‖2 =
∫ 1

0

(
x− 1

2

)2

dx =
1
12

b2(x) = 2
√

3
(
x− 1

2

)
c3 = a3 − 〈a3, b1〉 b1 − 〈a3, b2〉 b2 = x2 − x1 +

1
6

‖c3‖2 =
1

180

b3(x) = 6
√

5
(
x2 − x+

1
6

)
8.3.8 Korollar

Seien V ein n-dimensionaler euklidischer oder unitärer Vektorraum und U ein Un-
tervektorraum. Dann gilt:

(i) dimU⊥ = n− dimU

(ii)
(
U⊥)⊥ = U

(iii) U⊥ ist Komplement von U und für {0} 6= U 6= V gilt V = U � U⊥

Beweis

Nach (8.3.6) besitzt U eine Orthonormalbasis B = {v1, . . . , vr}. B lässt sich nach
(8.3.7) zu einer Orthonormalbasis von V ergänzen. Es folgt span{vr+1, . . . , vn} ⊂
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U⊥, d.h. dimU⊥ ≥ n − r. Ist aber u ∈ (U ∩ U∗), so folgt 〈u, u〉 = 0, also u = 0.
Nach (4.3.1) gilt dimU∗ ≤ n− dimU und es folgt (i) und (iii).
Zu (ii): Für alle u ∈ U und v ∈ U∗ gilt 〈u,w〉 = 0, also U ⊂

(
U⊥)⊥. Nach (i) gilt

dim
(
U⊥)⊥ = n−dimU⊥ = n− (n−dimU) = dimU und es folgt die Behauptung.

Bemerkung

(8.3.8) lässt sich nicht auf unendlich-dimensionale Vektorräume verallgemeinern.

Bezeichnung

Seien V ein euklidischer Vektorraum, m ≤ dimV <∞ und v1, . . . , vm ∈ V .

G(v1, . . . , vm) := det

 〈v1, v1〉 . . . 〈v1, vm〉
...

...
〈vm, v1〉 . . . 〈vm, vm〉


heißt Gramsche Determinante von v1, . . . , vm.

8.3.9 Lemma

Seien V ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum, m ≤ n und v1, . . . , vm ∈ V .
Dann gilt G(v1, . . . , vm) ≥ 0 und G(v1, . . . , vm) = 0 genau dann, wenn v1, . . . , vm

linear abhängig sind.

Beweis

Seien U = span{v1, . . . , vm}, A = (v1, . . . , vm).
Sei zunächst m ≤ n. Nach (8.3.6) und (8.3.7) gibt es ein Orthonormalsystem
{vm+1, . . . , vn}, so dass span{vm+1, . . . , vn}⊥U ist. Dann gilt

G(v1, . . . , vn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

〈v1, v1〉 . . . 〈v1, vm〉 〈v1, vm+1〉 . . . 〈v1, vn〉
...

...
...

...
〈vm, v1〉 . . . 〈vm, vm〉 〈vm, vm+1〉 . . . 〈vm, vn〉
〈vm+1, v1〉 . . . 〈vm+1, vm〉 〈vm+1, vm+1〉 . . . 〈vm+1, vn〉

...
...

...
...

〈vn, v1〉 . . . 〈vn, vm〉 〈vn, vm+1〉 . . . 〈vn, vn〉

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣ATA 0

0 I

∣∣∣∣
= G(v1, . . . , vm)

Andererseits gilt mit B = (v1, . . . , vn) G(v1, . . . , vn) = det(BTB) = (detB)2 ≥ 0
und es folgt die erste Behauptung für alle m ≤ n.
Ferner ist G(v1, . . . , vn) genau dann 0, wenn v1, . . . , vn linear abhängig sind. Nach
Konstruktion gilt das genau dann, wenn v1, . . . , vm linear abhängig sind.

Definition

Seien V ein n-dimensionaler Vektorraum, m ≤ n und v1, . . . , vm ∈ V . Ferner sei
P =

∑m
i=1[0, 1]v1. Dann heißt

Volm(P ) =
√
G(v1, . . . , vm)

das m-dimensionale Volumen von P .
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Hinweis

In (Rn, 〈, 〉R) stimmt diese Definition genau mit der geometrischen Berechnung und
für m = n auch mit dem entsprechenden Ergebnis aus (6.1) überein.

Die folgende Ungleichung behandelt das Optimierungsproblem, das Volumen ei-
nes von m Vektoren aufgespannten Parallelotops im Rn zu maximieren.

8.3.10 Satz (Hadamonsche Ungleichung)

Seien V ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum, m ≤ n, v1, . . . , vm ∈ V und
P =

∑m
i=1[0, 1]vi. Dann gilt

Volm(P ) ≤ ‖v1‖ · · · · · ‖vm‖

mit Gleichheit genau dann, wenn {v1, . . . , vm} ein Orthogonalsystem bilden.

Beweis

Übung

8.4 Adjungierte Abbildungen und normale Endo-
morphismen

Definition

Seien V,W euklidische (oder unitäre) Vektorräume, F : V → W linear und G :
W → V linear. G heißt zu F adjungierte Abbildung, wenn gilt:

x ∈ V ∧ y ∈W ⇒ 〈F (x), y〉 = 〈x,G(y)〉

8.4.1 Hinweis

Seien V,W euklidische oder unitäre Vektorräume., F : V →W linear und G : W →
V zu F adjungiert. Dann ist G eindeutig bestimmt.

Beweis

Sei H : W → V zu F adjungiert. Dann gilt für alle x ∈ V und y ∈W

〈x,G(y)〉 = 〈F (x), y〉 = 〈x,H(y)〉

also 〈x,G(y)−H(y)〉 = 0. Setzt man für x speziell G(y)−H(y) ein, so folgt G(y) =
H(y) für alle y ∈W .

Bezeichnung

Die Adjungierte zu F wird - falls sie existiert - mit F ad bezeichnet.

8.4.2 Lemma

Seien V,W euklidische oder unitäre Vektorräume, F : V → W linear und es gel-
te dimV < ∞. Dann existiert die zu F adjungierte Abbildung F ad. Ist ferner
{b1, . . . , bn} eine Orthonormalbasis von V , so gilt F ad(y) =

∑n
i=1 〈y, F (bi)〉 bi.
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Hinweis

Ist V unendlich-dimensional, so existiert F ad im Allgemeinen nicht.

Beweis

Nach (8.3.7) besitzt V eine Orthonormalbasis {b1, . . . , bn} und nach (8.3.4) gilt für
jedes x ∈ V x =

∑n
i=1 bi 〈x, bi〉. Also gilt für y ∈W

〈F (x), y〉 =
n∑

i=1

〈x, bi〉 〈F (bi), y〉

=
n∑

i=1

〈
x, 〈F (bi), y〉bi

〉
=

n∑
i=1

〈x, 〈y, F (bi)〉 bi〉

=

〈
x,

n∑
i=1

〈y, F (bi)〉 bi

〉

G(y) :=
∑n

i=1 〈y, F (bi)〉 bi ist linear und zu F adjungiert. Aus (8.4.1) folgt F ad = G.

Wir zeigen nun, warum in (8.2) A
T

die zu A adjungierte Matrix genannt wurde.

8.4.3 Satz

Seien V,W endlich-dimensionale euklidische (bzw. unitäre) Vektorräume, BV =
{v1, . . . , vn} Orthonormalbasis von V , BW = {w1, . . . , wn} Orthonormalbasis von
W und F : V →W linear. Dann gilt

MBW

BV
(F ad) = MBV

BW
(F )

T

Beweis

Sei MBV

BW
(F ) = (aij) i=1,...,r

j=1,...,n
. Dann gilt F (vj) =

∑r
i=1 aijwi. Da BW Orthonormal-

basis ist, folgt 〈F (vj), wi〉 = aij für i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , n.
Ist andererseits MBW

BV
(F ad) = (bij) i=1,...,r

j=1,...,n
, so folgt analog bji =

〈
F ad(wi), vj

〉
, also

bji = aij und damit die Behauptung.

8.4.4 Lemma

Seien U, V,W euklidische (unitäre) Vektorräume, F : U → V , G : U → V und
H : V →W linear und es existieren die zugehörigen adjungierten Abbildungen F ad,
Gad, Had. Dann existieren die im Folgenden jeweils links stehenden adjungierten
Abbildungen und es gelten die folgenden Identitäten:

(i) (F ad)ad = F

(ii) (F +G)ad = F ad +Gad

(iii) (cF )ad = cF ad ∀c ∈ K

(iv) (H ◦G)ad = Gad ◦Had
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Beweis

Die Aussagen ergeben sich mit (8.4.1) wie folgt:

(i) 〈
F ad(y), x

〉
= 〈x, F ad(y)〉 = 〈F (x), y〉 = 〈y, F (x)〉

(ii)

〈(F +G)(x), y〉 = 〈F (x), y〉+ 〈G(x), y〉
=
〈
x, F ad(y)

〉
+
〈
x,Gad(y)

〉
=
〈
x, (F ad +Gad)(y)

〉
(iii)

〈(cF )(x), y〉 = c 〈F (x), y〉 = c
〈
x, F ad(y)

〉
=
〈
x, (cF ad)(y)

〉
(iv)

〈(H ◦G)(x), y〉 =
〈
G(x),Had(y)

〉
0
〈
x, (Gad ◦Had)(y)

〉
8.4.5 Hinweis

Seien V ein euklidischer oder unitärer Vektorraum, dimV < ∞ und F : V → V
linear. Dann gilt det(F ad) = detF .

Beweis

folgt aus (8.4.3).

Definition

Seien V ein euklidischer oder unitärer Vektorraum und F ein Endomorphismus. F
heißt normal, wenn F ad existiert und F ◦ F ad = F ad ◦ F gilt.

Hinweis

Jeder selbstadjungierte Endomorphismus ist normal.

8.4.6 Lemma

Seien V ein euklidischer oder unitärer Vektorraum und F ein Endomorphismus. F
ist genau dann normal, wenn F ad existiert und für alle x, y ∈ V 〈F (x), F (y)〉 =〈
F ad(x), F ad(y)

〉
gilt.

Beweis

⇒:

〈F (x), F (y)〉 =
〈
x, F adF (y)

〉
=
〈
x, FF ad(y)

〉
= 〈FF ad(x), y〉

= 〈F ad(y), F ad(x)〉
=
〈
F ad(x), F ad(y)

〉
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⇐: 〈
FF ad(x), y

〉
=
〈
F ad(x), F ad(y)

〉
= 〈F (x), F (y)〉
=
〈
F adF (x), y

〉
Somit gilt für alle x, y ∈ V :

〈
FF ad(x)− F adF (x), y

〉
= 0. Für y = FF ad(x) −

F adF (x) folgt aus der Positivdefinitheit FF ad(x) = F adF (x) für alle x ∈ V , also
FF ad = F adF .

8.4.7 Korollar

Seien V ein euklidischer oder unitärer Vektorraum und F ein normaler Endomor-
phismus. Dann gilt kern(F ) = kern(F ad).

Beweis

‖F (x)‖2 = 〈F (x), F (x)〉 =
〈
F ad(x), F ad(x)

〉
= ‖F ad(x)‖2

8.4.8 Korollar

Seien V ein euklidischer oder unitärer Vektorraum und F ein normaler Endomor-
phismus.

(i) F und F ad besitzen die selben Eigenwerte.

(ii) Seien v ∈ V und λ ∈ K. Dann gilt F (v) = λv ⇔ F ad(v) = λv.

Beweis

Nach (8.4.4) gilt (F − λI)ad = F ad − λI und aus (8.4.7), angewandt auf F − λI,
folgt die Behauptung.

Der folgende Satz konkretisiert (7.2.11).

8.4.9 Satz

Seien V ein endlich-dimensionaler unitärer Vektorraum und F ∈ EndC(V ). F ist
genau dann normal, wenn es eine Orthonormalbasis von V gibt, die aus lauter
Eigenvektoren von F besteht.

Beweis

⇒: Nach (3.3.11) zerfällt das charakteristische Polynom in Linearfaktoren. Nach
(7.2.6) und (7.2.4) besitzt F also einen Eigenwert λ und einen zugehörigen Ei-
genvektor v. O.B.d.A. kann ‖v‖ = 1 vorausgesetzt werden. Die Behauptung gilt
also für n := dimV = 1. Wir setzen nun induktiv voraus, dass die Behaup-
tung für n − 1 bewiesen sei. Sei U = (span{v})⊥. Für x ∈ U gilt nach (8.4.8)
〈F (x), v〉 =

〈
x, F ad(v)

〉
=
〈
x, λv

〉
= λ 〈x, v〉 = 0, also F (U) ⊂ U . U ist somit

F -invariant, nach (8.3.8) gilt dimU = n − 1 und da F |U normal ist, folgt die Be-
hauptung.
⇐: Seien {v1, . . . , vn} eine Orthonormalbasis von V , λ1, . . . , λn ∈ C und F (vi) =
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λivi für i = 1, . . . , n. Durch G(vi) = λivi für i = 1, . . . , n wird ein Endomorphismus
G : V → V definiert. Für i, j = 1, . . . , n gilt

〈F (vi), vj〉 = λi 〈vi, vj〉 =

{
1 i = j

0 i 6= j

Für i = j gilt 〈F (vi), vi〉 =
〈
vi, λivi

〉
= 〈vi, G(vi)〉 und hieraus folgt 〈F (x), y〉 =

〈x,G(y)〉 für alle x, y ∈ V . G ist also der zu F adjungierte Endomorphismus F ad.
Ferner gilt F ad(F (vi)) = F ad(λivi) = λiλivi = F (λivi) = F (F ad(vi)), also F ad ◦
F = F ◦ F ad, d.h. F ist normal.

8.4.10 Korollar

Seien V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und F ∈ EndR(V ). Es
existiert genau dann eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von F , wenn F nor-
mal ist und lauter reelle Eigenwerte besitzt.

Beweis

folgt mit (8.2.4) aus (8.4.9).

8.4.11 Satz (Hauptachsentheorem für selbstadjungierte En-
domorphismen)

Seien V ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitärer Vektorraum und F ein
selbstadjungierter Endomorphismus. Dann gilt:

(i) Alle Eigenwerte von F sind reell.

(ii) V besitzt eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von F .

(iii) Seien λ1, λ2 Eigenwerte, λ1 6= λ2, v1 Eigenvektor zu λ1 und v2 Eigenvektor
zu λ2. Dann gilt v1⊥v2.

Beweis

(i) Seien λ Eigenwert und v ein zugehöriger Eigenvektor. Dann gilt nach (8.4.8)
wegen F = F ad λv = F (v) = F ad(v) = λv, d.h. λ = λ.

(ii) folgt aus (8.4.9) und (8.4.10).

(iii)

λ1 〈v1, v2〉 = 〈λ1v1, v2〉 = 〈F (v1), v2〉
=
〈
v1, F

ad(v2)
〉

= 〈v1, λ2v2〉 = λ2 〈v1, v2〉

, also (λ1 − λ2) 〈v1, v2〉 = 0. Wegen λ1 6= λ2 folgt v1⊥v2.

8.4.12 Korollar

Seien V ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitärer Vektorraum und F
ein selbstadjungierter Endomorphismus. Ferner seien λ1, . . . , λk die verschiedenen
Eigenwerte von F . Dann gilt V = Eig(F, λ1) � . . .� Eig(F, λk).

Beweis

folgt aus (8.4.11).
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Wir wollen nun eine zu (8.4.9) analoge Aussage im euklidischen Fall herleiten.
Dazu gehen wir von einem (endlich-dimensionalen) euklidischen Vektorraum V aus
und konstruieren den gemäß (8.2.1) und (8.2.4) zugehörigen unitären Raum Z.
Ein Endomorphismus F wird gemäß (8.2.3) zu einem Endomorphismus G von Z
fortgesetzt.

8.4.13 Hinweis

Seien V ein euklidischer Vektorraum, F ∈ EndR(V ), Z der zugehörige unitäre Raum
und G der zugehörige Endomorphismus von Z. Dann gilt: F ist genau dann normal,
wenn G normal ist.

Beweis

⇒: Seien z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2, x1, x2, y1, y2 ∈ V . Dann gilt gemäß (8.2.3)
und (8.2.4):

〈G(z1), z2)〉Z = 〈G(x1) + iG(y1), x2 + iy2〉Z
= 〈G(x1), x2〉Z + 〈G(y1), y2〉Z + i(〈G(y1), x2〉Z − 〈G(x1), y2〉Z)
= 〈F (x1), x2〉V + 〈F (y1), y2〉V + i(〈F (y1), x2〉V − 〈F (x1), y2〉V )

=
〈
x1, F

ad(x2)
〉

V
+
〈
y1, F

ad(y2)
〉

V
+

i(
〈
y1, F

ad(x2)
〉

V
−
〈
x1, F

ad(y2)
〉

V
)

=
〈
x1 + iy1, F

ad(x2) + iF ad(y2)
〉

Z

Also existiert Gad und es gilt Gad(z2) = F ad(x2) + iF ad(y2). Hieraus folgt durch
Nachrechnen, dass G normal ist.
⇐: Übung.

8.4.14 Lemma

Seien V ein euklidischer Vektorraum und F ∈ EndR(V ) normal. Ferner sei Z der
zugehörige unitäre Raum und G der zugehörige Endomorphismus. Seien λ1, λ2 ∈ R,
λ2 6= 0, λ = λ1 + iλ2, x, y ∈ V , z = x+ iy, ‖z‖ = 1, G(z) = λz. Dann ist ẑ = x− iy
normierter Eigenvektor von G mit Eigenwert λ. Ferner sind z und ẑ orthogonal.

Beweis

Es gilt

〈ẑ, ẑ〉Z = 〈x, x〉V + 〈y, y〉V + i (〈x, y〉V − 〈y, x〉V )
= 〈x, x〉V + 〈y, y〉V
= 〈z, z〉Z

Ferner gilt

F (x) + iF (y) = G(z) = λz

= λ1x− λ2y + i(λ1y + λ2x)

also

F (x) = λ1x− λ2y

F (y) = λ1y + λ2x
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und somit

G(ẑ) = F (x)− iF (y)
= λ1x− λ2y − i(λ1y + λ2x)

= (λ1 − iλ2)(x− iy) = λẑ

Nach (8.4.13) ist G normal und nach (8.4.8) ist ẑ Eigenwert von Gad zum Eigenwert
λ = λ. Es folgt

λ 〈z, ẑ〉Z = 〈λz, ẑ〉Z = 〈G(z), ẑ〉Z =
〈
z,Gad(ẑ)

〉
Z

= λ 〈z, ẑ〉Z

also (λ− λ) 〈z, ẑ〉Z = 0. Wegen λ2 6= 0 folgt z⊥ẑ.

8.4.15 Satz

Seien V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und F ∈ EndR(V ). F ist
genau dann normal, wenn es eine Orthonormalbasis B von V gibt, so dass MB

B (F )
von der Form 

λ1 0 . . . . . . . . . . . . 0

0
. . . . . .

...
...

. . . λk
. . .

...
...

. . . N1
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 . . . . . . . . . . . . 0 Nr


ist, wobei λ1, . . . , λk die reellen Eigenwerte von F sind und jede Matrix Nj ∈ R2×2

von der Form (
αj −βj

βj αj

)
ist. Jedem solchen Zweierkästchen entspricht dabei ein Paar µj , µj konjugiert kom-
plexer Eigenwerte der komplexen Fortsetzung G ∈ EndC(Z) von F und es gilt
µj = αj + iβj für j = 1, . . . , r.

Beweis

⇒: (vollständige Induktion nach n := dimV ) Für n = 1 ist die Behauptung trivial.
Sei n > 1 und wir nehmen an, dass die Aussage für kleinere Dimensionen bereits
bewiesen sei. Besitzt F einen reellen Eigenwert, so folgt die Induktionsbehauptung
analog zum Beweis von (8.4.9). Anderenfalls betrachten wir den zu V gehörenden
unitären Raum Z und den zu F gehörenden Endomorphismus G von Z. Seien µ ein
Eigenwert von G und z ∈ Z ein zugehöriger normierter Eigenvektor, und es gelte
z = x + iy mit x, y ∈ V . Nach (8.4.14) ist auch ẑ = x − iy ein normierter und z
orthogonaler Eigenvektor von G zum Eigenwert µ. Wir setzen:

v = (z + ẑ)
1√
2

=
√

2x

w = (z − ẑ)
1
i
√

2
=
√

2y
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Es gilt v, w ∈ V .

〈v, v〉V =
1
2
〈z + ẑ, z + ẑ〉Z

=
1
2
(〈z, z〉Z + 〈ẑ, ẑ〉Z) = 1

=
1
2
〈z − ẑ, z − ẑ〉Z = 〈w,w〉V

und

〈v, w〉V =
−1
2i
〈z + ẑ, z − ẑ〉Z = − 1

2i
(〈z, z〉Z − 〈ẑ, ẑ〉Z) = 0

Ferner ist mit µ = α+ iβ

F (v) + iF (w) =
√

2G(z) =
√

2µz =
√

2(αx− βy + i(αy + βx))
= (αv − βw) + i(αw + βv)

d.h. F (v) = αv − βw, F (w) = βv + αw. Bezüglich W = span{v, w} entspricht F
also einem Zweierkästchen der behaupteten Art. Wir setzen wie in (8.4.9) U = W⊥.
Für a ∈ U gilt dann

〈F (a), x〉V − i 〈F (a), y〉V = 〈F (a), x+ iy〉Z
= 〈G(a), z〉Z
=
〈
a,Gad(z)

〉
Z

= 〈a, µz〉Z
= µ 〈a, z〉Z
= µ 〈a, x+ iy〉Z
= µ 〈a, x〉V − iµ 〈a, y〉V
= 0

d.h. F (a)⊥W , also F (U) ⊂ U . U ist somit F -invariant und die Behauptung folgt
durch Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf F |U .
⇐: Analog zu (8.4.9); beachte MB

B (F ad) = MB
B (F )T .

8.5 Orthogonale und unitäre Abbildungen

Wir kommen jetzt zu den wichtigsten normalen Endomorphismen zwischen euklidi-
schen bzw. unitären Vektorräumen, nämlich solchen, die Skalarprodukte erhalten.

Definition

Seien V,W euklidische (unitäre) Vektorräume und F : V → W linear. F heißt
orthogonal (unitär), wenn gilt:

x, y ∈ V ⇒ 〈x, y〉 = 〈F (x), F (y)〉

8.5.1 Lemma

Seien V,W euklidische (unitäre) Vektorräume und F : V → W linear. Dann sind
die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) F ist orthogonal (unitär).
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(ii) x ∈ V ∧ ‖x‖ = 1 ⇒ ‖F (x)‖ = 1

(iii) x ∈ V ⇒ ‖x‖ = ‖F (x)‖

(iv) {b1, . . . , bn} ist Orthonormalsystem von V ⇒ {F (b1), . . . , F (bn)} ist Ortho-
normalsystem von W

Beweis

(i) ⇒ (ii): trivial

(ii) ⇒ (iii): trivial

(iii) ⇒ (iv): Seien j, k ∈ {1, . . . , n}, j 6= k. Dann gilt

‖bj‖2 + ‖bk‖2 = ‖bj + bk‖2

= ‖F (bj) + F (bk)‖2

= ‖F (bj)‖2 + ‖F (bk)‖2 + 〈F (bj), F (bk)〉+ 〈F (bk), F (bj)〉

= ‖bj‖2 + ‖bk‖2 + 〈F (bj), F (bk)〉+ 〈F (bj), F (bk)〉
= ‖bj‖2 + ‖bk‖2

und ebenso

‖bj‖2 + i‖bk‖2 = ‖bj + ibk‖2

= ‖bj‖2 + ‖bk‖2 − i 〈F (bj), F (bk)〉+ i〈F (bj), F (bk)〉
= ‖bj‖2 + ‖bk‖2

Also:
〈F (bj), F (bk)〉 = −〈F (bj), F (bk)〉 = 〈F (bj), F (bk)〉

und es folgt (iv).

(iv) ⇒ (i): Seien x, y ∈ V . Sind x und y linear abhängig, so gibt es ein c ∈ K mit y = cx.
Ist x = 0, so folgt 〈F (x), F (y)〉 = 0 = 〈x, y〉. Für x 6= 0 ist aber

{
1
‖x‖x

}
ein

Orthonormalsystem, also nach Voraussetzung auch
{

1
‖x‖F (x)

}
. Es folgt

〈F (x), F (y)〉 = c‖x‖2
〈

1
‖x‖

F (x),
1
‖x‖

F (x)
〉

= c‖x‖2 = c 〈x, x〉 = 〈x, y〉

Seien nun x, y linear unabhängig. Sei {b1, b2} eine Orthonormalbasis von
span{x, y} und c1, c2, d1, d2 ∈ K mit x = c1b1 + c2b2 und y = d1b1 + d2b2. Da
nach Voraussetzung {F (b1), F (b2)} Orthonormalbasis ist, folgt

〈F (x), F (y)〉 = 〈c1F (b1) + c2F (b2), d1F (b1) + d2F (b2)〉
= c1d1 + c2d2

= 〈c1b1 + c2b2, d1b1 + d2b2〉
= 〈x, y〉

8.5.2 Korollar

Seien V,W euklidische Vektorräume und F : V → W orthogonal. Sei G die kom-
plexe Fortsetzung von F . Dann ist G unitär.
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Beweis

trivial

8.5.3 Korollar

Seien V,W euklidische (unitäre) Vektorräume und F : V →W orthogonal (unitär).
Dann ist F injektiv.

Beweis

trivial

Beispiele

(i) V = W = (Rn, 〈, 〉R), A ∈ Rn×n, F = FA. Dann ist 〈F (x), F (y)〉R =
〈Ax,Ay〉R = xTATAy. F ist genau dann orthogonal, wenn xTATAy = xT y
ist, d.h. xT (ATA− I)y = 0 ∀x, y ∈ Rn, d.h. ATA = In.

(ii) V = W = (R2, 〈, 〉R), A = (aij)i,j=1,2 ∈ R2×2. FA ist orthogonal genau dann,
wenn ATA = I2 ist, d.h.(

a11 a21

a12 a22

)(
a11 a12

a21 a22

)
=
(

1 0
0 1

)
⇔a2

11 + a2
21 = 1 ∧ a11a12 + a21a22 = 0 ∧ a12a11 + a22a21 = 0 ∧ a2

12 + a2
22 = 1

⇔∃α, β : α, β ∈ [0, 2π[ ∧ a11 = cosα ∧ a21 = sinα ∧ a12 = sinβ
∧ a22 = cosβ ∧ cosα sinβ + sinα cosβ(= sin(α+ β)) = 0

Die letzte Gleichung gilt genau für α + β ∈ {0, π, 2π, 3π}. FA ist also genau
dann orthogonal, wenn A von der Form(

cosα − sinα
sinα cosα

)
oder

(
cosα sinα
sinα − cosα

)
ist. (�Drehung� (Orientierung bleibt erhalten), �Spiegelung an Gerade� (Ori-
entierung bleibt nicht erhalten))

(iii) V = W = (Cn, 〈, 〉C), A ∈ Cn×n, F = FA. 〈F (x), F (y)〉 = 〈Ax,Ay〉 =
xTATAy. Also ist F genau dann unitär, wenn ATA = I ist.

Definition

Seien K ∈ {R,C} und A ∈ GL(n,K). A heißt orthogonal (unitär) wenn für
K = R (K = C) A−1 = AT (A−1 = A

T
) gilt.

Hinweis

Ist A orthogonal (unitär), so gilt |detA| = 1. Ist A ∈ Rn×n, so entspricht detA = 1
nach (6.6) der Orientierungserhaltung.

8.5.4 Hinweis

Seien K ∈ {R,C} und A ∈ Kn×n. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) A ist orthogonal (unitär).

(ii) Die Zeilen von A bilden ein Orthonormalsystem.

(iii) Die Spalten von A bilden ein Orthonormalsystem.
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Beweis

trivial

8.5.5 Bemerkung

Seien V ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitärer Vektorraum und F ein
Endomorphismus. F ist genau dann orthogonal (unitär), wenn F invertierbar ist
und F−1 = F ad gilt.

Beweis

⇒: Nach (8.5.3) und (5.2.10) ist F invertierbar. Nach (8.4.2) existiert F ad und es
gilt für alle x, y ∈ V :〈

x, F ad(y)− F−1(y)
〉

=
〈
x, F ad(y)

〉
−
〈
x, F−1(y)

〉
= 〈F (x), y〉 −

〈
x, F−1(y)

〉
= 〈F (x), y〉 − 〈F (x), y〉
= 0

also F ad = F−1.
⇐: Es gilt für alle x, z ∈ V mit y = F−1(z):

〈x, y〉 =
〈
x, F−1(z)

〉
=
〈
x, F ad(z)

〉
= 〈F (x), z〉 = 〈F (x), F (y)〉

Da F bijektiv ist, folgt die Behauptung.

8.5.6 Korollar

Seien V ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitärer Vektorraum und F :
V → V orthogonal (unitär). Dann ist F normal.

Beweis

Nach (8.5.5) gilt FF ad = FF−1 = I = F−1F = F adF .

Bemerkung

Damit sind insbesondere (8.4.9) und (8.4.15) anwendbar.

8.5.7 Bemerkung

Seien V ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitärer Vektorraum, B =
{b1, . . . , bn} Orthonormalbasis von V und F ein Endomorphismus. F ist genau
dann orthogonal (unitär), wenn MB

B (F ) orthogonal (unitär) ist.

Beweis

folgt aus (8.4.3) und (8.5.5)

Bezeichnung

O(n) :=
{
A : A ∈ GL(n,R) ∧A−1 = AT

}
SO(n) := {A : A ∈ O(n) ∧ detA = 1}

U(n) :=
{
A : A ∈ GL(n,C) ∧A−1 = A

T
}
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8.5.8 Bemerkung

(i) O(n) ist Untergruppe von GL(nR).

(ii) SO(n) ist Untergruppe von O(n).

(iii) U(n) ist Untergruppe von GL(n,C).

Beweis

trivial

Bezeichnung

O(n) heißt orthogonale Gruppe, SO(n) spezielle orthogonale Gruppe
und U(n) unitäre Gruppe.

8.5.9 Satz (Hauptachsentheorem)

Sei A ∈ Rn×n symmetrisch (oder A ∈ Cn×n hermitesch). Dann gibt es eine ortho-
gonale (unitäre) Matrix S, so dass S−1AS eine reelle Diagonalmatrix ist.

Beweis

folgt aus (8.4.3), (8.4.11) und (8.5.4).

8.5.10 Satz

Sei A ∈ Rn×n orthogonal. Dann gibt es eine orthogonale Matrix S, so dass STAS
von der Form 

1 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0

0
. . . . . .

...
...

. . . 1
. . .

...
...

. . . −1
. . .

...
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . −1

. . .
...

...
. . . M1

. . .
...

...
. . . . . . 0

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 Mr


ist, wobei für j = 1, . . . , r

Mj =
(

cosϕj − sinϕj

sinϕj cosϕj

)
∈ SO(2)

mit ϕj ∈ ]0, π[ ∪ ]π, 2π[ ist.
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Beweis

Wegen (8.5.6) ist (8.4.15) anwendbar und es existiert eine orthogonale Matrix S, so
dass

STAS =



λ1 0 . . . . . . . . . . . . 0

0
. . . . . .

...
...

. . . λk
. . .

...
...

. . . N1
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 . . . . . . . . . . . . 0 Nr


ist mit Nj =

(
αj −βj

βj αj

)

Wegen (8.5.1) und (8.5.2) gilt |λ1| = · · · = |λk| = 1 und |α1 + iβ1| = · · · =
|αr + iβr| = 1. Also gibt es für jedes j = 1, . . . , r ein ϕj ∈ [0, 2π[ mit αj = cosϕj

und βj = sinϕj , d.h.

Nj =
(

cosϕj − sinϕj

sinϕj cosϕj

)
Da die Zweierkästchen zu den nicht-reellen Eigenwerten gehören, gilt βj 6= 0, also
ϕj 6∈ {0, π}.

Beispiel (
cosα sinα
sinα − cosα

)
∈ SO(2) �Spiegelung�

Es ist

pA = ((cosα)− x)(−(cosα)− x)− sin2 α = −1 + x2 = (x+ 1)(x− 1)

Normalform: (
1 0
0 −1

)
Wir beweisen nun noch eine Erweiterung von (8.2.5) und (8.3.5).

8.5.11 Satz

Seien K ∈ {R,C}, V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, B = {v1, . . . , vn} eine
(beliebige) Basis von V , A ∈ Kn×n und F : V × V → K sei definiert durch

F (v, w) = Φ−1
B (v)T Φ−1

B (w)

F ist genau dann ein Skalarprodukt, wenn A für K = R symmetrisch bzw. für
K = C hermitesch ist und alle Eigenwerte positiv sind.

Beweis

⇒: Sei A = (aij)i,j=1,...,n. Es gilt

aij = F (vi, vj) = F (vj , vi) = aji

also A = A
T
. Sei λ ein Eigenwert und x ein zugehöriger Eigenvektor. Nach (8.5.9)

ist λ reell und es folgt

0 < F (ΦB(x),ΦB(x)) = xTAx = (λx)Tx = λxTx = λ‖x‖2
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also λ > 0.
⇐: Wir zeigen, dass F positiv definit ist; die anderen Eigenschaften sind klar. Nach
(8.5.9) gibt es eine unitäre Matrix S, so dass

D = S
T
AS =

λ1 0
. . .

0 λn


gilt, wobei λ1, . . . , λn die Eigenwerte von A sind. Es folgt mit x = Φ−1

B (v):

F (v, v) = Φ−1
B (v)TAΦ−1

B (v) = xTAx = xTSDS
T
x

Mit y = STx gilt somit F (v, v) = yTDy und mit y = (y1, . . . , yn)T folgt

F (v, v) =
n∑

i=1

λiyiyi =
n∑

i=1

λi|yi|2

Für v 6= 0 gilt x 6= 0 und damit y 6= 0. Da nach Voraussetzung λ1, . . . , λn > 0 gilt,
folgt die Behauptung.

Zum Abschluss dieses Paragraphen beweisen wir einen �Trägheitssatz�, der ins-
besondere zur Charakterisierung quadratischer Formen benutzt wird.

Bezeichnung

Seien A ∈ Rn×n symmetrisch bzw. A ∈ Cn×n hermitesch und t(A) die Anzahl der
positiven Eigenwerte von A. t(A) heißt Trägheitsindex von A.

8.5.12 Satz

Seien A ∈ Rn×n symmetrisch (oder A ∈ Cn×n hermitesch), Q ∈ GL(n,R) (Q ∈
GL(n,C)) und B = QTAQ (B = Q

T
AQ). Dann ist B symmetrisch (hermitesch)

und es gilt t(A) = t(B).

Beweis

(komplexer Fall)

B
T

= (Q
T
AQ)T = Q

T
A

T
Q = B

Seien λ1, . . . , λn bzw. µ1, . . . , µn die Eigenwerte von A bzw. B. Da sie reell sind und
r = rang(A) = rang(B) gilt, können wir annehmen, dass mit geeigneten t und s

λj


> 0 für j = 1, . . . , t
< 0 für j = t+ 1, . . . , r
= 0 für j = r + 1, . . . , n

und µj


> 0 für j = 1, . . . , s
< 0 für j = s+ 1, . . . , r
= 0 für j = r + 1, . . . , n

gilt.

Seien S, T ∈ U(n) mit

DA =

λ1 0
. . .

0 λn

 = S
T
AS
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und

DB =

µ1 0
. . .

0 µn

 = T
T
BT

Für x = (x1, . . . , xn)T ∈ Cn gilt dann

xTDAx =
t∑

i=1

λj |xj |2 −
r∑

j=t+1

|λj ||xj |2

und wegen

DA = S
T
AS = S

T
(Q

T
)−1BQ−1S = S

T
(Q

−1
)T (T

−1
)TDBT

−1Q−1S

= S
T
(Q

−1
)TTDBT

T
Q−1S = C

T
DBC

mit C = T
T
Q−1S = (cjk)j,k=1,...,n und y = (y1, . . . , yn)T = Cx auch

xTDAx = xTC
T
DBCx = yTDBy =

s∑
j=1

µj |yj |2 −
r∑

j=s+1

|µj ||yj |2

Wäre t < s, so hätte das lineare Gleichungssystem

xj = 0 j = 1, . . . , t

yj =
n∑

k=1

cjkxk = 0 j = s+ 1 . . . , n

eine nichttriviale Lösung z = (z1, . . . , zn)T ∈ Cn und es wäre

zTDAz = −
r∑

j=t+1

|λj ||zj |2 ≤ 0

zTDAz =
s∑

jt+1

µj |zj |2 > 0

Somit folgt t ≥ s. Analog folgt t ≤ s, also t(A) = t = s = t(B).

8.6 Anwendungen

Wir geben nun verschiedene Anwendungen der entwickelten Theorie an. Wir be-
ginnen mit linearen Gleichungssystemen, der Einfachheit halber über R. Wie wir
gesehen haben, sind diesen vier fundamentale Teilräume zugeordnet.

Definition

Sei A ∈ Rm×n, a1, . . . , an ∈ Rm die Spaltenvektoren und bT1 , . . . , b
T
m ∈ Rn die

Zeilenvektoren von A. Seien

R(A) := bild(FA) = span{a1, . . . , an}
R(AT ) := bild(FAT ) = span{b1, . . . , bm}
N (A) := kern(FA) = {x ∈ Rn : Ax = 0}
N (AT ) := kern(FAT ) = {x ∈ Rm : xTA = 0}

R(A) heißt auch Spaltenraum von A, R(AT ) Zeilenraum, N (A) Nullraum
und N (AT ) linker Nullraum von A.
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8.6.1 Satz

Sei A ∈ Rm×n. Dann gilt:

(i) R(A)⊥ = N (AT )

(ii) R(AT )⊥ = N (A)

Beweis

(i) Seien y = Ax ∈ R(A) und z ∈ N (AT ). Dann gilt

〈z, y〉R = zT y = zTAx = 0

Ferner folgt aus (5.2.7), (5.2.14) und (8.3.8)

dim
(
R(A)⊥

)
= m− dim(R(A)) = m− dim

(
R
(
AT
))

= m−
(
m− dimN

(
AT
))

und insgesamt folgt R(A)⊥ = N (AT ).

(ii) Folgt analog oder durch Anwendung von (i) auf AT .

8.6.2 Korollar (Alternativsatz)

Seien A ∈ Rm×n und b ∈ Rm. Das lineare Gleichungssystem Ax = b ist genau dann
lösbar, wenn gilt

y ∈ Rm ∧AT y = 0 ⇒ bT y = 0

Beweis

Ax = b ist genau dann lösbar, wenn b ∈ R(A) gilt. Nach (8.6.1) istR(A) = N (AT )⊥,
d.h. Ax = b ist genau dann lösbar, wenn b⊥N (AT ) ist.

8.6.3 Korollar (Friedhelms Alternative)

Seien A ∈ Rm×n und b ∈ Rm. Dann hat genau eines der folgenden zwei Syteme eine
Lösung:

Ax = b

AT y = 0 ∧ bT y 6= 0

Beweis

Folgt direkt aus (8.6.2).

Wir betrachten nun das Problem, eine kleinste-Quadrate-Approximation für ein
unzulässiges Gleichungssystem zu finden; dieses führt unmittelbar zur Berechnung
der orthogonalen Projektion von Punkten auf einen Teilraum.

Definition

Seien A ∈ Rm×n, b ∈ Rm und es gelte Lös(A, b) = ∅. Sei x∗ ∈ Rn mit

‖Ax∗ − b‖2(2) = min
x∈Rn

‖Ax− b‖2(2)

Dann heißt x∗ kleinste-Quadrate-(Approximations-)Lösung von Ax = b.
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8.6.4 Lemma

Seien A ∈ Rm×n, b ∈ Rm mit Lös(A, b) = ∅. x∗ ist genau dann kleinste-Quadrate-
Lösung, wenn gilt

(Ax∗ − b)⊥R(A)

Beweis

Nach (8.6.1) gibt es eindeutig bestimmte Vektoren y0 ∈ R(A) und z0 ∈ N (AT ) und
b = y0 + z0. Ferner gilt für jedes x ∈ Rn

‖Ax− b‖2(2) = ‖Ax− y0 + y0 − b‖2(2) = ‖Ax− y0‖2(2) + ‖z0‖2(2)

Es folgt
‖Ax− b‖2(2) ≥ ‖z0‖2(2)

Mit y0 = Ax0 gilt andererseits

‖Ax0 − b‖2(2) = ‖y0 − b‖2(2) = ‖z0‖2(2)

also
‖z0‖2(2) = min

x∈Rn
‖Ax− b‖2(2)

x∗ ist also genau dann kleinste-Quadrate-Lösung, wenn Ax∗ = y0 ist.

8.6.5 Korollar

Seien A ∈ Rm×n, b ∈ Rm mit Lös(A, b) = ∅. x∗ ∈ Rn ist genau dann kleinste-
Quadrate-Lösung von Ax = b, wenn AT (Ax∗ − b) = 0, also (Ax∗ − b) ∈ N (AT )
gilt.

Beweis

Folgt aus (8.6.4) und (8.4.1).

Hinweis

Die gleiche Bedingung erhält man auch aus der Analysis. Sei f(x) = ‖Ax − b‖2(2).
Dann gilt

f(x) = (xTAT − bT )(Ax− b)

= xTATAx− xTAT b− bTAx+ bT b

= xTATAx− 2xTAT b+ bT b

also
f ′(x) = 2ATAx− 2AT b

!= 0

ist notwendige Bedingung. f ′(x) = 0 ist äquivalent zu AT (Ax− b) = 0.

Bezeichnung

ATAx = AT b heißt Normalgleichung.
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8.6.6 Satz

Seien A ∈ Rm×n und b ∈ Rm und es gelte rang(A) = n. Dann ist ATA invertierbar,
die kleinste-Quadrate-Lösung x∗ von Ax = b ist eindeutig bestimmt und es gilt

x∗ = (ATA)−1AT b

Für die orthogonale Projektion y0 von b auf R(A) gilt

y0 = Ax∗ = A(ATA)−1AT b

Beweis

Die Invertierbarkeit von ATA folgt aus (8.3.9); der Rest folgt aus (8.6.4) und (8.6.5),
falls Lös(A, b) = ∅ ist.
Ist andererseits b ∈ R(A), dann gibt es ein x̂ ∈ Rn mit b = Ax̂ und es folgt

x̂ = (ATA)−1(ATA)x̂ = (ATA)−1AT b

sowie
b = Ax̂ = A(ATA)−1AT b = y0

Bezeichnung

Seien A ∈ Rm×n mit rang(A) = n und P = A(ATA)−1AT . Dann heißt P die zu A
gehörige Projektionsmatrix.

8.6.7 Satz

Seien A ∈ Rm×n mit rang(A) = n und P die zugehörige Projektionsmatrix. Dann
ist P symmetrisch und es gilt P 2 = P . Umgekehrt ist jede symmetrische Matrix P
mit P 2 = P eine Projektionsmatrix.

Beweis

⇒: nachrechnen
⇐: Es reicht zu zeigen, dass (b− Pb)⊥R(P ) ist. Sei also c ∈ Rm. Dann gilt

〈b− Pb, Pc〉R = (b− Pb)TPc

= (bT − bTPT )Pc

= bTPc− bTPTPc

= bTPc− bTP 2c

= 0

Also ist Pb die orthogonale Projektion auf R(P ).

Als nächstes betrachten wir Dualräume und zeigen, wie lineare Funktionale F :
V → R mit 〈, 〉 zusammenhängen.

Definition

Seien V ein K-Vektorraum und

V ∗ = HomK(V,K) = {F : V → K;F linear}

Dann heißt V ∗ Dualraum von V . Die Elemente von V ∗ heißen Linearformen
auf V .
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Beispiel

Sei V der Vektorraum der auf [0, 1] differenzierbaren reellen Funktionen. Dann sind

F1 : V → R, f 7→ F1(f) :=
∫ 1

0

f(x) dx

F2 : V → R, f 7→ F2(f) := f ′
(

1
2

)
Linearformen von V .

Bemerkung

Die Funktionalanalysis untersucht insbesondere Linearformen auf unendlich-dimen-
sionalen Vektorräumen.

8.6.8 Bemerkung

Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, B = {b1, . . . , bn} eine Basis von V und
für jeden Index j = 1, . . . , n sei b∗j ∈ V ∗ definiert durch

b∗j (bk) = δjk =

{
1 j = k

0 j 6= k

Dann ist B∗ = {b∗1, . . . , b∗n} eine Basis von V ∗.

Beweis

Nach (5.3.1) sind b∗1, . . . , b
∗
n eindeutig bestimt. Seien λ1, . . . , λn ∈ K mit

n∑
j=1

λjb
∗
j = 0

Es folgt

0 = 0(bk) =

 n∑
j=1

λjb
∗
j

 (bk) =
n∑

i=1

λjb
∗
j (bk) = λk

Ferner gilt für F ∈ V ∗ F =
∑n

j=1 F (bj)b∗j und es folgt die Behauptung.

Bezeichnung

B∗ heißt die zu B duale Basis von V ∗.

8.6.9 Korollar

Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und B = {b1, . . . , bn} eine Basis. Dann
gibt es einen Isomorphismus ψB : V → V ∗ mit ψB(bj) = b∗j für j = 1, . . . , n.

Beweis

Folgt aus (8.6.8).

8.6.10 Lemma (kleines Lemma von Riesz)

Seien V ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum und F ∈ V ∗. Dann existiert
genau ein a ∈ V , so dass F (v) = 〈a, v〉 ist für alle v ∈ V .
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Beweis

Sei b1, . . . , bn eine Basis von V und G : V → Rn sei definiert durch

G(v) =

〈v, b1〉...
〈v, bn〉


G ist linear und injektiv, denn aus G(v) = 0 folgt〈

v,
n∑

j=1

λjbj

〉
=

n∑
j=1

λj 〈v, bj〉 = 0

für beliebige λ1, . . . , λn ∈ R, d.h. 〈v, w〉 = 0 für alle w ∈ V , also v = 0, d.h. G = 0.

Nach (5.2.10) ist G auch surjektiv, d.h. zu

F (b1)
...

F (bn)

 existiert genau ein Urbild

a ∈ V . Seien nun v ∈ V , λ1, . . . , λn ∈ R mit v =
∑n

j=1 λjbj . Dann gilt

〈a, v〉 =
n∑

j=1

λj 〈a, bj〉 =
n∑

j=1

λjF (bj) = F

 n∑
j=1

λjbj

 = F (v)

Geometrische Interpretation

Sei F ∈ V ∗ und a ∈ V \ {0} mit F (v) = 〈v, a〉 für alle v ∈ V . Nach (5.2.2) ist⋃
λ∈R F

−1(λ) eine disjunkte Zerlegung von V in Mengen der Form u+kern(F ). Nach
(5.2.7) gilt dim(kern(F )) = n− 1 (n := dimV ), d.h. die Fasern sind Hyperebenen.
Ferner folgt mit H := kern(F ) für x ∈ H 0 = F (x) = 〈a, x〉, d.h. a ist orthogonal
zu H. Es gilt V = H � span{a}. F ist also bereits durch F (a) eindeutig bestimmt.

Wir zeigen nun, wie man Eigenwerte symmetrischer Matrizen durch ein Optimie-
rungsprinzip charakterisieren kann.

Definition

Seien A ∈ Rn×n und q : Rn \ {0} → R definiert durch

q(x) =
〈x,Ax〉R
〈x, x〉R

für alle x ∈ Rn \ {0}. q heißt Rayleigh-Quotient.

Bezeichnung

Für k = 0, . . . , n sei Uk die Menge der k-dimensionalen Untervektorräume von Rn.

8.6.11 Satz (Rayleigh-Prinzip)

Seein A ∈ Rn×n symmetrisch, λ1, . . . , λn ∈ R die Eigenwerte von A und sei λ1 ≤
λ2 ≤ · · · ≤ λn. Dann gilt für k = 1, . . . , n:

λk = max
U∈Un−k+1

min
x∈U

q(x)

λk = min
U∈Uk

max
x∈U

q(x)
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Beweis

Nach (8.5.9) gibt es eine orthogonale Matrix S mit

STAS = D =

λ1 0
. . .

0 λn


Die Spalten s1, . . . , sn von S sind zu λ1, . . . , λn gehörige Eigenvektoren. Es folgt für
x ∈ Rn \ {0} mit x = Sy, y = (y1, . . . , yn)T :

q(x) =
xTAx

xTx
=

(Sy)TASy

(Sy)TSy
=
yTSTASy

yTSTSy
=
yTDy

yT y

Für k = 1, . . . , n sei Uk = span{s1, . . . , sk}. Dann gilt

max
U∈Un−k+1

min
x∈U

q(x) ≥ min
x∈U⊥k−1

q(x)

= min
y∈Rn\{0}

∑n
j=k λjy

2
j∑n

j=k y
2
j

≥ min
y∈Rn\{0}

λk

∑n
j=k y

2
j∑n

j=k y
2
j

= λk

Sei andererseits U ∈ Un−k+1 beliebig. Dann gilt nach (4.3.1) dim(U ∩ Uk) ≥ 1.
Seien x ∈ (U ∩ Uk) \ {0} und x = Sy. Dann ist

q(x) =

∑k
j=1 λjy

2
j∑k

j=1 y
2
j

≤ λk

und es folgt die erste Behauptung. Die zweite Behauptung ergibt sich analog.

Zum Abschluss betrachten wir Nullstellenmengen quadratischer Formen.

Definition

Sei Q : Rn → R. Q heißt quadratische Form, wenn es A ∈ Rn×n mit 0 6= A =
AT , b ∈ Rn und c ∈ R gibt, so dass

Q(x) = xTAx+ 2bTx+ c

für alle x ∈ Rn gilt. M heißt Quadrik (oder Hyperfläche zweiter Ordnung),
wenn es eine quadratische Form Q gibt mit

M = {x : x ∈ Rn ∧Q(x) = 0}

Bezeichnung

Seien A ∈ Rn×n mit 0 6= A = AT , b ∈ Rn, c ∈ R und

Â =
(
c bT

b A

)
Dann heißt Â die zu (A, b, c) gehörige erweiterte Matrix.
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8.6.12 Hinweis

Sei Q : Rn → R die quadratische Form Q(x) = xTAx+ 2bTx+ c. Dann gilt

Q(x) = (1, xT )Â
(

1
x

)
Ist Q̂ : Rn → R die durch

Q̂

(
x1

x

)
= (x1, x

T )Â
(
x1

x

)
definierte quadratische Form des Rn+1, so gilt für die zu Q gehörige Quadrik

M = {x : x ∈ Rn ∧Q(x) = 0}
= {y : y ∈ Rn+1 ∧ Q̂(y) = 0} ∩ {y : y ∈ Rn+1 ∧ eT

1 y = 1}

Beweis

trivial

Beispiel

Q(x1, x2) = x2
1 + x2

2 − 1 = (x1, x2)
(

1 0
0 1

)(
x1

x2

)
− 1

Es gilt

A =
(

1 0
0 1

)
Â =

−1 0 0
0 1 0
0 0 1

 Q̂ = −y2
1 + y2

2 + y2
3

{y : y ∈ R3 ∧ Q̂(y) = 0} definiert einen Kegel im R3.
M = {y : y ∈ R3 ∧ Q̂(y) = 0} ∩ {y : y = (y1, y2, y3) ∈ R3 ∧ y1 = 1} bedeutet einen
Schnitt des Kegels mit der Ebene y1 = 1 (vgl. Abb. 8.1).

Definition

SeienQ1, Q2 : Rn → R quadratische Formen.Q1 undQ2 heißen affin äquivalent,
wenn es eine affine Transformation ϕ gibt mit Q2(x) = Q1(ϕ(x)) für alle x ∈ Rn.
Q1 und Q2 heißen kongruent, wenn es eine affine Transformation ϕ = a+F gibt,
wobei die zugehörige lineare Abbildung F orthogonal ist, so dass Q2(x) = Q1(ϕ(x))
für alle x ∈ Rn.
Ziel ist es, Normalformen bezüglich affiner Äquivalenz bzw. Kongruenz zu finden.

Definition

Sei Q : Rn → R die quadratische Form Q(x) = xTAx + 2bTx + c und es seien
r(Q) := rang(A), r̂(Q) := rang(Â) und t(Q) := t(A). r(Q), r̂(Q), t(Q) heißen Rang,
erweiterter Rang bzw. Trägheitsindex von Q.

Beispiel

Seien A =
(

1 0
0 0

)
, b =

(
0
1

)
, c = 0. Dann ist

rang(A) = 1

rang(Â) = rang

0 0 1
0 1 0
1 0 0

 = 3
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y2
2+y3

2=1

y1=1

Abbildung 8.1: Kegelschnitt

d.h. mit Q(x) = xTAx+ 2bTx+ c gilt r(Q) = 1, r̂(Q) = 3, t(Q) = 1.

Das folgende Ergebnis ist eine einfache Folgerung aus (8.5.12).

8.6.13 Satz (Trägheitssatz von Sylvester)

Affin äquivalente quadratische Formen haben den selben Trägheitsindex.

8.6.14 Satz

Sei Q : Rn → R eine quadratische Form. Q ist genau zu einer der nachfolgenden
quadratischen Formen kongruent:

(1) r̂(Q) = r(Q):
t(Q)∑
j=1

ajx
2
j −

t(Q)∑
j=1

ajx
2
j

(2a) r̂(Q) = r(Q) + 1:
t(Q)∑
j=1

ajx
2
j −

t(Q)∑
j=1

ajx
2
j − d

(2b) r̂(Q) = r(Q) + 1:
t(Q)∑
j=1

ajx
2
j −

t(Q)∑
j=1

ajx
2
j + d
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(3) r̂(Q) = r(Q) + 2:
t(Q)∑
j=1

ajx
2
j −

t(Q)∑
j=1

ajx
2
j + dxr(Q)+1

Die auftretenden Koeffizienten sind alle positiv, und es gelten die Ungleichungen

a1 ≥ · · · ≥ at(Q)

und

at(Q)+1 ≥ tt(Q)

Die Aussage gilt ebenso für �affin-äquivalent� statt �kongruent�, wenn nur Koef-
fizienten aj = 1 zugelassen sind.

Mit Hilfe von (8.6.14) kann man auch alle Quadriken klassifizieren; für n = 3
erhält man die folgenden Typen:

• Punkt

• Kegel

• Gerade

• Paar sich schneidender Ebenen

• Ebene

• Ellipsoid

• ein- / zweischaliges Hyperboloid

• ∅

• elliptischer / hyperbolischer Zylinder

• elliptischer / hyperbolischer Paraboloid

• parabolischer Zylinder


