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Hinweis

Bei dem Text handelt es sich um eine von Benjamin Gufler erstellte personli-
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II<« (Sommersemester 2002) von Prof. Dr. Peter Gritzmann, TU Miinchen.

Sie wurde inhaltlich nicht vom Dozenten {iberpriift und ist daher weder als
Vorlesungsausarbeitung noch als Grundlage fiir Priifungen oder sonstige Zwecke
von diesem autorisiert.



v



Inhaltsverzeichnis

Einfithrung und Uberblick
1.1 Lineare Gleichungssysteme . . . . . . . . . .. . ... ... .. ....
1.2 Differenzengleichungen . . . . . . . ... ... oL,

Das Eliminationsverfahren von Gauf

2.1 Elementare Umformungen & Zeilenstufenform . . . . . . . ... ...
2.2 Losen von Gleichungssystemen in Zeilenstufenform . . . . . ... ..
2.3 Uberfithren eines Gleichungssystems in Zeilenstufenform . . . . . .
2.4 Praktische Aspekte des Eliminationsverfahrens . . . .. .. ... ..

Grundbegriffe der Algebra

3.1 Gruppen . . ...
3.2 Ringeund Korper . . . . ... ... .. .. o
3.3 Polynome . . . .. .. ...

Vektorrdume
4.1 (Unter-)Vektorrdume und lineare Hillle . . . . . . . . ... ... ...
4.2 Lineare (Un-)Abhéngigkeit, Basis, Dimension . . . . ... ... ...

4.3 Summen von Vektorrdumen . . . . . . . . . ...

Lineare Abbildungen und Matrizen

5.1 Lineare Abbildungen . . . . . . . .. ... Lo
5.2 Die Geometrie linearer Abbildungen und Gleichungssysteme . . . .
5.3 Lineare Abbildungen und Matrizen . . . . . . . ... ... ... ...

Determinanten

6.1 Einfithrung . . . . . . ... o
6.2 Permutation . . . . . . ... Lo
6.3 Multilineare Abbildungen, Determinantenformen . . . . . . ... ..
6.4 Determinanten von Endomorphismen und Matrizen. . . . . . . . ..
6.5 Berechnung von Determinanten . . . . . . .. ... ... ... ... ..
6.6 Anwendungen . . . . . ... L.

Eigenwerte und Normalformen

7.1 Einfithrung . . . .. . ...
7.2 Diagonalisierbarkeit . . . . ... ... .. o oL
7.3 Die Jordansche Normalform . . . . .. ... ... ... ........
74 Anwendungen . . . . . . ...

17
17
22
26

33
33
38
44

47
47
50
56



VI INHALTSVERZEICHNIS
8 Euklidische und unitidre Riume 105
8.1 Einfithrung . . . . . . .. . 105
8.2 Skalarprodukte und hermitesche Formen . . . . . . . .. .. ... .. 108
8.3 Orthogonalitdt und Orthonormalitdt . . . . . . . .. ... ... ... 111
8.4 Adjungierte Abbildungen und normale Endomorphismen . . . . . . 118
8.5 Orthogonale und unitére Abbildungen . . . . . .. .. ... ... .. 125
86 Anwendungen . . . . . . ... 132



Kapitel 1

Einfiihrung und Uberblick

1.1 Lineare Gleichungssysteme

Beispiel

In einer Produktionsanlage laufen zwei Produktionsprozesse P; und Ps, die jeweils

(beide) die Giiter G, G2 erzeugen. Pro Zeiteinheit werden in Py zwei Einheiten G4

produziert und eine Einheit G5. Bei P, treten —1 Einheiten G; und eine Einheit

G4 auf. Man beachte, dass in P, GG verbraucht wird (entsorgt?).

Wie sind die Produnktionsprozesse zu »fahren<, wenn man genau eine Einheit G

und fiinf Einheiten Go produzieren will?

Modellierung:

Pl P2 Bedarf
G| 2 | -1 1
Gy | 1 1 5

Gleichungssystem:

2I1 - 1$2 =1
lx1 + 1z =5

(i) Wie kann man lineare Gleichunssysteme 16sen?
— Eliminationsverfahren von Gaufl

(ii) Wie kann man die Menge aller Losungen beschreiben?
— Vektoren, Vektorrdume, lineare Unabhingigkeit, Basis, Dimension
Geometrie: Basis, Dimension

(iii) Was passiert, wenn man Losungen iiber verschiedene Zahlenbereiche betrach-
tet?
—zB.R,Q,Z,{0,1}
Korper, R, Q (Ringe, Z, Gruppen)
Zahlentheorie: Z
Kombinatorik: {0, 1}
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Betrachte diese Frage fiir das Beispielgleichungssystem.

{21711‘21 (Z)

—2my — 2my = —10  (—2)(ii) = (i)
{21‘1 — T2 = 1 (’L

{23:1 —ay =1 (i)

)
0x1 — 320 = -9 (i)
{2x1 —my=1 (4

¥

Xro = 3
Einsetzen in (i)

2r1 —3=1
2.1 = dxy =2

Warum darf man diese Operationen durchfithren? Geht das fiir R/Q/Z?

— In Z darf man i.a. nicht dividieren.

Frage: Wie kann man eine »optimale< Eliminationsreihenfolge finden? Und was
heifit optimal?

— Numerik: >Strukturerkennung<, theoretische Informatik, konkrete Optimierung:
>Komplexitéit<

Geometrische Interpretation: Was fiir Mengen sind

Ly = {(z1,22) s 71,20 ERA 221 — 39 = 1}
Ly = {(z1,20) : 21,20 ERA ) + 2 — 2 =5}

Beachte:

20 —1—xz9o =129 = —14 21,

1+ T =50 10=5—17

Wir kénnen L; und Lo als Graphen von linearen Abbildungen auffassen: x; +—
—142z1; 21— 5 — x1.
Losung: Schnitt L; N Lo der beiden zugehdrigen Geraden.

(), (47) Lmformuns {:m =

1’2:3

Beachte: Die Operationen verdndern die Geraden, lassen aber die Losungsmenge
invariant. Die Auflosung x7 = 2,29 = 3 entspricht den Geraden parallel zu den
Achsen.

Diese Interpretation bezog sich auf die Zeilen des 2 x 2 - Gleichunssystems.

Eine weitere fundamentale Interpretation bezieht sich auf die Spalten. Dann schrei-
ben wir das System in der Form

(e ()= ()

() und (') sind Vektoren des R2.
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0}

Xy=3

5 L, 10
SN Xy=2

Abbildung 1.1: Geometrische Interpretation eines Gleichungssystems

Definition
U1
V2

Sei n € N. Dann sei R" = ;v eRAL..Av, €R . Die Elemente von R™
Un,

werden als N-VEKTOREN (kurz Vektoren) bezeichnet. Die Eintrége der Vektoren
heiflen KOMPONENTEN.

(251 v1 u1 + vy (251 U1
U V2 Uz + V3 U2 V2
Durch = = . ist fiir alle Vektoren N € R eine
Unp Un Up, + Up Unp Un
v1 vy U1
Addition definiert. A = : definiert fiir alle Vektoren | : [ e R,A€R
Un Ap, Un,

die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar.

Geometrische Interpretation
R! Zahlengerade, R? Ebene, R? »Anschauungsraum<, analog R™. Die Vektoren

v1
( : | € R™ konnen als Punkte im R"™ interpretiert werden, wenn man ihre Kom-
Un

ponenten als kartesische Koordinaten auffasst (s. Abbildung 1.2).

Losen des Gleichungssystems heifit jetzt: Finde Skalare z1, 22, so dass die Summe
des um den Faktor 1 verlingerten Vektors (?) und des um den Faktor 5 verlinger-
ten Vektors (') gerade den Vektor (1) ergibt.
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2. Komponente
——nd)=2(P) 3D

@=3@
— #=2(9)

N 2)

Fr I 1 Komponente

Abbildung 1.2: Interpretation eines Gleichungssystems durch Vektoren

Beispiel:

2.’E1 + Xy +2x3 = 4
xr1+ 9 = 1
Geometrische Interpretation: s. Abbildung 1.3
Auflosung:
2.%1 +$2+(£3:4 (Z)

{2£E1+I2+1‘3—4 (Z)

—xo + x3 =2 (—2) (1) — () = (i49)
{2m1+x2+x3:4 (7)
Tg —x3 = —2 (—=1)(zi7) = (i)

>Die< Losung ist nicht eindeutig bestimmt, sondern eine Gerade im R3. Sie ist
durch die Gleichungen () und (iv) bestimmt - ebenso wie durch die urspriinglichen
Gleichungen (¢) und (it).
Nach der Umformung ist es aber einfach, eine >parametrische< Darstellung als
Funktion von R nach R3 anzugeben. Als Parameter withlen wir den Wert der letz-
ten Koordinate, ndmlich x3 und setzen ihn gleich t.
Dann ist 3 = t, aus (iv) ergibt sich o = —2+¢, und durch Einsetzen in (i) erhalten
wirzy =34 —a22—x3) =3 (4+2—t—1t) =3 (6—2t) =3—t. Der Losungsraum
3—t
ist also gegeben als t—2| :te R, (Darstellung der Losungsgeraden als »pa-
t
rametrische Kurve< im R?).
3 -1
Natriirlich konnen wir diese Gerade auch in der Form | -2 | + [ 1 | ¢t € R
0 1
schreiben. Wir stellen den Losungsraum dann dar mittels einer speziellen Lésung
und einer Geraden durch den Nullpunkt (s. Abbildung 1.4).

3 -1
R—R3t— | —2|+| 1 |t Parametrisierung der Losungsgeraden
0 1
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X1

Abbildung 1.3: Losungsgerade, beschrieben durch zwei Ebenen

X3

.7 (3,-2,0)
X1

Abbildung 1.4: Darstellung des Losungsraum durch eine spezielle Lésung und eine
Gerade durch den Nullpunkt
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2. Komponente

! ! _‘/_1»"'7 ! ! ‘ | 1. Komponente

Abbildung 1.5: Interpretation eines Gleichungssystems mittels seiner Spalten

Interpretation des Gleichungssystems mittels seiner Spalten

(1) () )= )

Die Darstellung kann auch als Abbildung aufgefasst werden:

zl 2 +1 +1
—

1)) )"
x3

Interpretiert man dieses Beispiel als Fabrikation, die sich als Kombination von drei
Produktionsprozessen ergibt, so beschreibt diese Abbildung die Paare von Quan-
titdten von zwei Glitern, die auf diese Weise erzeugt werden.

Das Gleichungssystem fragt dann nach dem Urbild von ().

Frage: >Okonomie<: Welche Moglichkeiten (>Losungsgerade<), den Bedarf (%) zu
erfiillen, soll man nehmen?

Man benoétigt zur Beantwortung dieser Frage eine »Bewertung< der verschiedenen
Losungen (>Zielfunktion<) — math. Optimierung

Offenbar ist alles Wesentliche dieser Abbildung in der »Tabelle<

2 11
1 10

N

zusammengefasst.
Definition:
Seien m,n € Nund fir i =1,...,m und j =1,...,n seien a;; € R. Dann heifit

ar a2 a13 <o Qln—1 ai,n

az1 a22 a23 ce. o Q2n—1 az,n

=A
aAm—-1,1 Om—-12 am-1,3 --- Om—1n—1 am—-1n
am1 am?2 am3 cee Am,n—1 Am,n

m x n - Matrix. Die Eintrége a;; heilen KOMPONENTEN (KOEFFIZIENTEN, EIN-
TRAGE, ELEMENTE, ...) der Matrix. Die n - Tupel (a;1,ai2,...,0m),i=1,...,m
aij

heiflen ZEILEN, die Vektoren ( :

U

) ,J =1,...,n heilen SPALTEN.
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I a11x1 . A1nTn
Istz=1| : |,soist Az :=

Ln Am1T1 cee OmnTp

Beispiel:

Bemerkung

Fasst man die Matrix A als Abbildung = +— Az auf, so kann man (mit Hilfe der
entsprechenden Regeln fiir die Abbildungen) leicht Addition, Multiplikation und
andere Operationen auf Matrizen erkliren. (spéter detaillierter)

1.2 Differenzengleichungen

Beispiel: Durchseuchung einer Population

Jeden Monat infizieren sich 10% des vormals gesunden Teils einer Bevélkerung, 20%
des vormals infizierten Teils wird geheilt. Erneute Infektion ist moglich, Geburten
und Todesfille werden (zunéchst) nicht beriicksichtigt. Sei ko die Anzahl der zu
Beginn der Untersuchung infizierten, gy die der zu Beginn gesunden Personen. Fiir
i € N bezeichnen k;, g; die entsprechenden Zahlen nach dem i-ten Monat. Dann gilt:

k1 =0,8ko + 0, 1go
g1 = 0,2ko + 0,990

. 0,8 0,1\ ... /& k (ki Eim1\v;
Mit A = (072 0’9> gilt (gi) = A(gg). Analog gilt (g) = A(giii)Vz € N. Setzt
man diese Beziehung sukzessive ein, so folgt (kl) =A-A-... A(ko). Man benutzt
gi ——\90
i Mal

oft die Abkiirzung A°®.
Berechne z.B. A?:

ke =0,8k1 +0,1g; =0, 8(0, 8ko + 0, 190) + 0, 1(07 2ky + 0, 990) =0,66ko + 0,17go

g analog:
g2 = 0, 34k0 + 0, 8390

0,8-0,8+0,1-0,2 0,8-0,14+0,1-0,9
0,2-0,8+0,9-0,2 0,2-0,14+0,9-0,9/"
Aus diesem Grunde werden wir spéter eine Matrizenmultiplikation wie folgt defi-

nieren:

a1r a1z (bir b1z _ (@b +a1zbar  anibiz + aizbor

a1 a2 b1 ba2 az1b11 + az2ba1  ag1biz + azeba
Um die Durchseuchung der Bevolkerung nach ¢ Monaten zu berechnen, muss A? be-
stimmt werden. Berechnet man A* direkt, so ist die Rechnung fiir groes i aufwandig
und (moglicherweise) »numerisch instabil<.

Frage: Kann man durch geeignete Koordinatentransformation A auf eine fiir die
Rechnung besonders einfache Gestalt bringen?

Wir erhalten also 42 = <
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Beispiel:

b= ((1) 0?7) D= (10 (0,07)1)

Lineare Algebra: Normalformen, Eigenwerte, Eigenvektoren
Numerik: Effiziente, »stabile< Berechnung
In unserem Beispiel gibt es einen (nicht trivialen) Gleichgewichtszustand ko =

1 _ 2
3,90 = 3-

L8 1 12 1
103710 3 3
_2. 1.9 2 2
N=1'3710'3 3
8
10

(e)=(2 1)

Interpretiert man die Prozentzahlen als Wahrscheinlichkeiten, so liegt hier ein spe-
zieller stoachstischer Prozess vor. Solche Prozesse werden in der Stochastik und der
stochastischen Optimierung untersucht (z.B. Warteschlangen, Internet).

Fazit: Die lineare Algebra bildet zusammen mit der Analysis Grundlage fiir die
gesamte Mathematik.



Kapitel 2

Das Eliminationsverfahren
von Gaufl

2.1 Elementare Umformungen & Zeilenstufenform

Allgemeines lineares m X n - Gleichungssystem mit reellen Koeflizienten: m,n €
Nya;;eR(GE=1,....,n;5=1,...,m),b; eR (i =1,...,m):

111+ ...+ ATy = bl

Am1T1 + ... + G Tn = bm

In Summationsschreibweise:

n
E a1;T5 = b1
j=1

n
E AmjiTj = bm
=1

Kurzform: .
Zaija:j =b (i=1,...,m)
j=1
Matrixschreibweise:
Ax =D
mit:
e A ... Koeffizientenmatrix
by
e b= | : | ...>»rechte Seite<
bm,
ay] ... Qin by
(4,b) = : : : : s>erweiterte Koeflizientenmatrix<
Am1 -+ Qmn by
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Kurzform:

A - (alj)’b—l, LMy b - (b’L)’Lzl m
Bezeichnung
Los(A,b) Losungsmenge (zuléssiger Bereich)

Los(A,b) :=={x:x € R" N Az = b}
Jedes Element von Los(A4,b) heifit Losung. Az = b heifit losbar < Los(A, b) # .

Ziel

Forme das Gleichungssystem dquivalent um, so dass A Zeilenstufen- oder Treppen-
form erhilt.

Definition
Sei A = (aij)i=1,....m- A heiit in ZEILENSTUFENFORM, wenn folgende Bedingungen

=1,...,n

erfiillt sind:

(i) Es gibt ein r mit 7 € Ny und 0 < r < m, so dass jede der ersten r Zeilen
ein von 0 verschiedenes Element enthélt und alle Elemente der letzten m — r
Zeilen 0 sind.

(ii) Fir 2 = 1,...,r sei j; := {minj : a;; # 0}. Dann gilt j; < j» < ... < j,
(Stufenbedingung).

Bemerkung

Der Fall r = 0 ist zugelassen; dieser entspricht der Nullmatrix A = 0.

Bezeichnung
Die Elemente ayj,,...,a,;. heilen PIVOTELEMENTE.
Beispiele
(a)
2 1 ) )
(0 1 _1)T:2)j1:1<.72:2
(b)
01027
0 001 0)lm=3n=5,r=27j1=2<jo=4
0 00 0O

2.1.1 Bemerkung

Durch Umordnung der Spalten, d.h. durch Permutation der Variablen des Glei-
chungssystems, kann man eine Matrix in Zeilenstufenform stets ein eine Gestalt
bringen, so dass j; = 1,j2 = 2,...,j, = r gilt (KANONISCHE ZEILENSTUFENFORM).
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2.2 Losen von Gleichungssystemen in Zeilenstu-
fenform

Nach (2.1.1) kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass die erweiterte Koeffizientenmatrix
(A,b) die Gestalt

a11 A12 e A1n b1
0 aA22 oo aAon, bg
0 .
(2.1)
Ayr  oo. Gpp by
: : 0 : :
0 o ... 0 0 0 b
hat mit a;; #0 firi=1,...,7.
2.2.1 Satz
(A, b) sei in der Form von (2.1). Los(A, b) # 0 gilt genau dann, wenn by4q = ... =
b = 0.
Beweis
= Sei z* € Los(A,b) und i € {r+1,...,m}. Dann erfiillt z* insbesondere die
i-te Gleichung, und es folgt b; = 0z7 + 0z5 + ... + 0z} =0
< Esgelteb; =0firi=r+1,...,m. Wir fassen x,41,...,x, als freie Variablen
auf und bestimmen dann x4, ..., z, als Funktionen der Variablen x,1,...,x, aus
den Gleichungen
Aj;Tj + ...+ QjrTy + Ajr41Tr41 + ...+ AjnTn = bj
fir j =r,r—1,...,1. Hierzu berechnen wir sukzessive z_, fir { =0,...,r — 1:
1 T n
T = a br—i — Z ar—lhjx; - Z Ar—1,jT;
r—lr—i i=r—I41 p—
Offenbar liefert jede Setzung von x,41,...,z, eindeutige Werte z7,...,x; fiir die
anderen Variablen x1,...,x,. Man erhélt so eine Losung.
Bezeichnung

Die Abbildung @ : R"~" — R", definiert durch

7
Tr41 '*
X
[0)) . — r
’ Tr41
T .
Ty

heifit PARAMETRISIERUNG von Los(A, b).

Beachte

RO := {0}, d.h. fiir » = n gibt es genau eine Losung, falls Bedingung (2.2.1) erfiillt
ist.
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Beispiel
1 3 2 1 2
(4,0) = (O 1 01 1)
Esist m =2,n=4,r = 2. Es gilt
x5 =1—14
x] =2 —3x5 — 223 — 14
22—3+31‘4—2$3—$4 =—1—|—2x4—2$3
Also @ : R? — R*
2xy — 223 — 1 -1 -2 2
T3\ 1-— Xy o 1 0 -1
d <$4> = T3 = 0 + 1 T3 + 0 T4
T4 0 0 1

2.3 Uberfiihren eines Gleichungssystems in Zeilen-
stufenform

Bezeichnung

Die folgenden drei Operationen auf einer beliebigen erweiterten Koeffizientenmatrix
(A, b) heift ELEMENTARE ZEILENUMFORMUNGEN:

(I) Vertauschung von zwei Zeilen

(IT) Multiplikation einer Zeile (d.h. jedes Elements der Zeile) mit einer reellen Zahl
A mit A # 0.

(ITI) Addition von zwei Zeilen (komponentenweise)

2.3.1 Satz
Die erweiterte Koeflizientenmatrix (/1, 3) gehe aus (A, b) durch endlich viele elemen-
tare Zeilenumformungen hervor. Dann gilt Los(A, b) = Lis(A, b).

Beweis

Es reicht zu zeigen, dass jede einzelne der drei elementaren Umformungen die
Losungsmenge unverindert ldsst. Dann gilt das auch fiir eine beliebige - endli-
che - Kombination. (Zur Vereinfachung der Bezeichnungen: Ausgangssystem (A, b),
entstehendes (A, b).)

(I) Da alle Bedingungen erfiillt sein miissen, ist die Aussage trivial.

(II)
Zaijxj =b; )\<7:£>0 A Zaijl'j = \b;
j=1 j=1

n

-~ Z )\aijxj = A\b;

j:lv \A/-/
a},J b,j
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(IH)
Zaijxj = bz A Zaijj = bk
j=1 J=1
= Z ;i T = b; N\ Zaijmj + Zaijj =b; + b
j=1 j=1 j=1
= ; Q5T = b; N\ j;(aij + akj)ajj =b; —’; b,
a];j bk
(II) n _ n B
= Z(—aij)a:j =—-b; A Z(aij + akj)xj =b; + by
j=1 j=1
= (—ai)wy = =bi A Y ((ag + ary) — aij)z; = (bs + i) = bi
j=1 j=1
(g) Za”zj =b; A Zaka] = by
j=1 =1
2.3.2 Satz

Jedes lineare Gleichungssystem kann durch elementare Zeilenumformungen in Zei-
lenstufenform gebracht werden.

Beweis

Wir geben einen entsprechenden Algorithmus an.

Ist A =0, so gilt die Behauptung. Sei also im Folgenden A # 0.

Sei j; =min{j:je{l,....,n}AJi:ie{l,...,m} Aa;; #0}. Durch Anwendung
von Operation (I) - falls erforderlich - bringt man A auf die Gestalt

0 ... 0 aij
: -
0O ... 0 a{nj
mit aj; # 0.
Fiir jedes i € {2,...,m} addieren wir das —= - fache der ersten Zeile zur i-ten

Zeile (Operationen (II) und (III)). Dann erhalten wir ein System der Gestalt

0 ... 0 aj; * ... =*
0
: A2
0 0 0

Das Verfahren wird nun auf A2 fortgesetzt. Sukzessive folgt die Behauptung.
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Beispiel
0110 1 - 0110 1
A=[0 2 2 0 5 RCENICLEIN 0000 3
046 0 8 002 0 4
" 0110 1
9B, 002 0 4
0000 3

Eliminationsverfahren

e Bringe (A, b) mittels elementarer Zeilenoperationen auf Zeilenstufenform (A4, b).

e Lose dann das System Az =b.

Fragen
(1) Wie unterscheiden sich verschiedene Parametrisierungen von Los(A,b)?

$:R"" — Los(A,b) CR"”

(2) Welche »Struktur< hat die Lésungsmenge?

Bemerkungen zu (1)

(1) r ist nicht Eigenschaft des Eliminationsverfahrens, sondern der Matrix. (r
... Zeilenrang von A)

(2) @ ist bijektiv

2.3.3 Bemerkung

Sei (A, b) die erweiterte Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems. Dann
kann (A, b) durch elementare Zeilenumformungen auf eine Gestalt gebracht werden,
so dass alle Pivotelemente 1 sind und in den Spalten der Pivotelemente, bis auf die
Pivotelemente selbst, nur Nullen stehen.

Bemerkung
Die zugehorige kanonische Zeilenstufenform hat die Gestalt

1 ... 0

Beispiel

X\

o N
— O R RFE O
—
LHV
Le
—— —}—— O N
l N[ =

N

[N \)
=

N|—

=)

|
o
— ~__

(=

)
N~



2.4. PRAKTISCHE ASPEKTE DES ELIMINATIONSVERFAHRENS 15

In dieser Form kann man die Losungen direkt ablesen:

.’E1:3—IE3
12:I372

T3 frei

2.4 Praktische Aspekte des Eliminationsverfahrens

2.4.1 Bemerkung

Ein lineares Gleichungssystem kann mittels O(n?m) Rechenoperationen gelést wer-
den.

Beachte: O(n?m) asymptotisch, d.h. fiir m,n — oo wichst der Rechenaufwand wie
const - m - n?.

Im Folgenden beschéftigen wir uns exemplarisch mit dem Effekt von Rundungsfeh-
lern. (Hierzu gibt es umfangreiche Theorien in der Numerik.)

Beispiel

1 1 N
A= (1 14 10’“) fiir ein festes k € N

. (11
A= (0 10k>

Man sieht, dass A >fast< (aber nur fast) eine Nullzeile besitzt. Bei exakter Rech-
nung hat das Gleichungssystem Az = b fiir jeden passenden Vektor b € R? eine
eindeutige Losung. Bei Rundung auf weniger als k& Nachkommastellen gibt es (nach
(2.2.1)) rechte Seiten, so dass Los(A4,b) = 0 ist - z.B. b = ((1)) -, aber auch andere,
fiir die Los(A, b) eine Gerade ist - z.B. b = (8).
Selbst bei exakter Rechnung héingt die Losung sehr sensitiv von der rechten Sei-
te ab; fiir b = @) hat man die Losung (2) = ((2)), fir b = (2+120_k) die Losung
(i;) = G) Eine Anderung in der k-ten Stelle fiihrt also zu Anderungen in der ers-
ten Vorkommastelle (> A ist schlecht konditioniert<).
Warum ist das so?

(3) wird gebildet als 2 - G) +0- (1+1107k)

(2+120*’*‘) =1 (}) +1- (1+1107k) 2. Komponente
177

Zeilenstufenform:

Diese Probleme liegen offenbar an der Koeffizi-
entenmatrix A. Selbst, wenn A »gut konditio-
niert< ist, kann das Eliminationsverfahren durch
>Fehlerfortpflanzung< in grofie numerische Pro-
bleme laufen.

\
| 1 1. Komponente

Beispiel
Abbildung 2.1: »fast gleiche

107F 1 1
= = Spalten<
a= (" 1)0=() "

(10~* Pivotelement)
Mit ay; als erstem Pivotelement ergibt sich

10~k 1 1
0 1-—10 2—10F



(iii)

(iv)
0
0
0
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also

_2-10% ) 1

S 1-10F 10k -1

Wir benutzen die Gleitkommadarstellung mit & — 1 Stellen Genauigkeit, d.h. die
Zahlen werden gerundet dargestellt mit einer Vorkomma- und k£ — 2 Nachkommas-

tellen sowie der passenden Zehnerpotenz. Dann sind

T2

1007k =~ 1.107*%
1—10F=-99...9 — —1-10"
——

k
2-10F=-99...98 — —1-10F
——

k—1

Die zweite Gleichung ist dann
~1-10%zy = —1-10"

und man erhélt xo = 1.
Verglichen mit dem exakten Wert: kein wesentlicher Rundungsfehler. Aber: Einset-
zen zur Bestimmung von x1:

e ohne Rundung;:

1
_k _

10 I + (1 — m) = 1,&180
_ S

R I N T R

e mit Rundung:
107 %2, +1= 1,also z1 =0

Die Rechnung ist also »instabil«.

Fragen

Welche Pivotwahl ist beziiglich Anfilligkeit fiir Run- 2. Komponente

dungsfehler geeignet? 1—r
(Eine Moglichkeit: Wéhle jeweils den grofiten zur
Verfiigung stehenden Eintrag: >vollstindige Pivot-

wahl<. Problem: aufwindig) }
1 1. Komponente

Welche Abschéitzungen gelten fiir die Fehlerfortpflan-

zung? .
Abbildung 2.2: Spalten von A

Gibt es numerisch bessere Verfahren zur Losung li- >gutartig«
nearer Gleichungssysteme?

Kan man auch Ungleichungen beriicksichtigen?
Numerik: Rundungsfehler, iterative Verfahren
Geometrie: Polyeder

Lineare Optimierung: Algorithmen



Kapitel 3

Grundbegriffe der Algebra

Wir betrachten Strukturen im Zusammenhang mit folgenden (und weiteren) Fragen:

(1) Welche Eigenschaften miissen Zahlensysteme haben, damit iiber ihnen das
Eliminationsverfahren funktioniert?

(2) Welche Struktur haben Losungsmengen von linearen Gleichungssystemen?

3.1 Gruppen

Im Folgenden betrachten wir (nichtleere) Mengen G zusammen mit einer Ver-
kniipfung * : G x G — G. Oft: g1 * g2 statt *(g1, g2).
Beispiele

(b) G ={0,1}, * geméB Tabelle:

* [0 1
0|0 1
1|1 O

(Addition modulo 2, (Zs,+))

(¢) p €N, p Primzahl; G ={1,...,p—1}
g1*xge :=min{r;r € NgATb:bENgA gy g2 =pb+r} fiir g1,92 € G
g1 * g2 ...Rest beil Teilung von ¢; - go durch p (Multiplikation modulo p):

(Zp \ {0} ,-)

Beachte: Ist p keine Primzahl, so liegt g1 * g2 i.a. nicht in G.
(d) G=N,g1%g2 =g
(e) Sei X eine (nichtleere) Menge. G = Abb(X, X) :={f;f: X = X}, f*g:=
fog
Definition
Sei (G, %) eine Menge mit einer Verkniipfung. (G, *) heifit GRUPPE, wenn gilt:

(G1)
Je:ecGA(geG=exg=yg)

(Existenz (mindestens) eines (links-)NEUTRALEN ELEMENTS)

17
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(G2) Es existiert ein (links-)neutrales Element e mit folgender Eigenschaft:
geEG=33:geGANG*xg=e
(Existenz (links-)INVERSER ELEMENTE)
(G3)

91,92,93 € G = (91 % g2) * g3 = g1 * (g2 * g3)

(Assoziativgesetz)

Definition

Sei (G, *) eine Gruppe. Zwei Elemente ¢1,92 € G KOMMUTIEREN, wenn g * ga =

g2 * g1-
(G, ) heifit kommutativ (oder ABELSCH), wenn je zwei Elemente von G kommutie-
ren, d.h.

91,92 € G= g1 % go = ga*x g1 (Kommutativgesetz)

Beispiele

(a) (R,+),(R\{0},"),(Z,+) sind kommutative Gruppen.
(Z\ {0},-): 1 ist einziges neutrales Element, zu 2 gibt es aber kein Inverses.
Assoziativ- und Kommutativgesetz gelten.

(b) (Z3,+): 0 ist neutrales Element, 0 ist invers zu 0 und 1 ist invers zu 1. Fer-
ner gelten Kommutativ- und Assoziativgesetz, wie aus der Tabelle ersichtlich

wird:
g1 | 92 | 93 | 91%92 | g2*%g1 | (91*9g2)*g3 | g2*9g3 | g1* (g2 *93)
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 1 1
0 1 0 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 0 0 0
1 0 0 1 1 1 0 1
1 0 1 1 1 0 1 0
1 1 0 0 0 0 1 0
1 1 1 0 0 1 0 1

(c¢) (Zy \ {0},-): 1 ist neutrales Element, Assoziativ- und Kommutativgesetze
gelten. Der Beweis der Existenz inverser Elemente erfordert elementare Vor-
aussetzungen der Zahlentheorie.

Seige{l,...,p—1} =G

Es reicht zu zeigen, dass die Abbildung ¢, : G — G, definiert durch ¢4(a) =
a - g surjektiv ist. Da G endlich ist, reicht es zu zeigen, dass ¢4 injektiv ist.
Seien a1, a2 € G und pg4(a1) = p4(az) =: r. Nach Definition gibt es g1, g2 € Ny
mit a19 = qip+r und asg = qap + 1.

Es folgt (a1 —az2)g = (¢1 —g2)p. Somit teilt das Produkt (a1 —as)g, also a; —as
oder g. Wegen |a; —az| < pund 1 < g < p folgt a; —az =0.

Wir haben also gezeigt: ¢g4(a1) = p4(az2) = a1 = ag, d.h. ¢, ist injektiv.
Folglich ist (Z, \ {0}, ) eine kommutative Gruppe.

(d) 91,92 €N, g1 % g2 = g
Annahme: e € N neutral. Dann gilt insbesondere e = 2. Wegen 12 = 1 und
e? > 2 fiir e € N\ {1} Widerspruch.
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(e) (Abb(X,X),0):id :=id, : X — X,id(x) := x ist neutrales Element.

Inverses Element: Sei f € Abb(X, X). Gesucht: f € Abb(X, X) mit fo f = id.
Ist f nicht injektiv, so kann f nicht existieren.

Wegen (f o g) o h(z) = (f o g)(h(x)) = f(g(h(x))) und fo (g0 h)(z) =
fl(goh)(z)) = f(g(h(z))) gilt das Assoziativgesetz.

Kommutativ ist o i.a. nicht.

Spezialfall: S(X) := {f; f € Abb(X, X) A f bijektiv}. Sei f € S(X). Definie-
re f : X — X durch f(x) — x (wohldefiniert). Es gilt fof =id. Also ist
(S(X),0) eine Gruppe: die SYMMETRISCHE GRUPPE auf X.

Ist speziell X endlich, so ist (S(X),0) die GRUPPE DER PERMUTATIONEN auf

X.

Wir ziehen nun Folgerungen aus den Gruppenaxiomen.

3.1.1 Lemma

Seien (G, *) eine Gruppe, e ein (links-)neutrales Element, fiir das zu jedem Element

aus G ein (links-)inverses Element existiert.
Sind g, € G mit gxg=e, so gilt g x § = e.

Beweis

Sei § ein (links-)inverses Element zu §. Dann gilt

3.1.2 Lemma

Es gelten die Voraussetzungen von (3.1.1).
Ist g € G, so gilt gxe=g.

Beweis

Sei g € G mit § g = e. Nach (3.1.1) gilt g * § = e, und es folgt

gre=gx(Gxg)=(g*g)*xg=exg=g

3.1.3 Lemma

Es gelten die Voraussetzungen von (3.1.1).

(i) 91,92, 2 E GAxT*x g =x % go = g1 = g2 (LINKSKURZUNGSREGEL)

(i) 91,92, € GAgL*x = gs*x = g1 = g2 (RECHTSKURZUNGSREGEL)

Beweise

Sei & € G (links-)invers zu x. Dann gilt

Txgr=x*xgo=>Tx(x*xgy) =2 (x*ga)

= (Bxx)*xgr =(T*xx)*ga=>e*xg1 =ex*xgy

= g1 = g2
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Mit Hilfe von (3.1.1) folgt analog

LT =goxr=grx(xxq)=gox(x*T)= g1 =g

3.1.4 Satz
Sei (G, %) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Es existiert jeweils genau ein Element e € Gbzw. e € Gmit g € G = exg =g
bzw. g € G = gxé = g und es gilt e = €. (e heifit DAS NEUTRALE ELEMENT.)

(ii) Zu jedem g € G existiert jeweils genau ein ¢ € G bzw. § € G mit jxg = e
bzw. g * g = e und es gilt g = g. (g ist DAS zZU g INVERSE ELEMENT.)

Beweis

(i) Seien eq,e3 € G mit e1 xg = ea x g = g fiir alle g. Aus (3.1.3(ii)) folgt e; = ea;
wer nennen dieses das eindeutig bestimmte (links-)neutrale Element zu e.
Nach (3.1.2) gilt g*xe = g fiir alle g, und nach (3.1.3(i)) gibt es nur ein solches
Element.

(ii) Analog zu (i), unter Verwendung von (3.1.1) statt (3.1.2).

Bezeichnungen

Oft wird das Zeichen »>*< fiir die Gruppenoperation einfacher als »-« geschrieben
oder weggelassen. Das neutrale Element wird dann mit >1< bezeichnet (Einsele-

ment), das zu einem g gehorige Inverse mit g—1.

Ist (G, ) kommutativ, so wird statt »x< oft auch >+« geschrieben, >0« bezeichnet
das neutrale Element (Nullelement) und —g das zu g Inverse.

3.1.5 Lemma
Sei (G, +) eine Gruppe, g € G. Dann gilt (¢7)~! = g.

Beweis

g9 ' =e=(g7") ¢!

Mit (3.1.3) folgt die Behauptung.

3.1.6 Lemma

Seien (@G, ) eine Gruppe, k € N und g¢1,...,g9x € G. Dann haben alle Produkte,
die mit g1,...,gx in dieser Reihenfolge, aber mit beliebiger Klammerung gebildet
werden konnen, den gleichen Wert. Bezeichnung: g1 - g2 - ... - gk-

3.1.7 Lemma
Seien (G, ) eine Gruppe, k € N und ¢1,...,9x € G. Dann gilt (g1 - ... - gx)” " =

g,:l-...-g1

Beweis

1 .

Mit Hilfe von (3.1.6) folgt die Behauptung wegen (g, o1 gr) =

(g% 0361 902 - gr) = e aus (3.1.4).
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Bezeichnung

Seien (G, -) eine Gruppe, k € N und g € G. Dann sei g¥ := (g - ... g). (>wohldefi-
—_—
k Mal

niert< wegen (3.1.6)).

Bemerkung

Nach (3.1.7) gilt (¢*)~! = (g~ 1)*.

Bezeichnung

Seien (G,-) eine Gruppe, k € N und g € G. Dann sei g~* := (g7 !)*. Ferner sei

g’ =e.

3.1.8 Lemma

Seien (G, -) eine Gruppe, k,l € Z und g € G. Dann gilt:
(i) g* - g' = g"*
(i) (¢")" = g™

Definition

Seien (G, -) eine Gruppe und U C G. Ist (U,-) eine Gruppe (mit der selben Ver-
kniipfung wie in G), so heifit (U, -) UNTERGRUPPE von (G, ).

3.1.9 Lemma

Seien (G, ) eine Gruppe und U C G. Dann ist (U, ) eine Untergruppe von (G, -),
falls gilt:

(i) U#0
(i) uyveU=uwelU

(iii) ue U=u"teU

Beweis

trivial

Definition

Seien (G, ), (H,*) Gruppen, ¢ : G — H eine Abbildung und es gelte

91,92 € G = (g1 - 92) = ©(g1) * (g2)

Dann heifit ¢ (Gruppen-)HOMOMORPHISMUS. Ist ¢ ein Homomorphismus und ist
© bijektiv, so heifit ¢ (Gruppen-)ISOMORPHISMUS.

Beispiel

(Z,+) ist Untergruppe von (R, +). Die Abbildung ¢ : Z — R;z +— z ist ein Homo-
morphismus (aber kein Isomorphismus).
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Bemerkung

Gruppen und Gruppenhomomorphismen werden detailliert in der Gruppentheorie
studiert. Im Sinne der Gruppentheorie sind isomorphe Gruppen nicht unterscheid-
bar, so dass man nach geeigneten »Darstellungen< (d.h. isomorphen Bildern) su-
chen kann.

3.2 Ringe und Korper

(R,+) und (R \ {0},-) sind Gruppen; beide Operationen treten in Gleichungssy-
temen auf. Wir betrachten im Folgenden daher Mengen R mit zwei Operationen;
wir bezeichnen sie mit >+< und »-< und nennen sie »Addition< und >Multipli-
kation< (obwohl sie mit den gleichnamigen Operationen auf R i.a. nichts zu tun
haben).

Definition

Sei R eine Menge mit zwei Operationen

+:RxR—R tRxR—R
R, +, ) heifit RING, falls folgende Eigenschaften erfiillt sind:
R1) (R,+) ist eine kommutative Gruppe

(

(

(R2) - erfiillt das Assoziativgesetz
(R3) Es gelten die Distributivgesetze

a,bce R=a-(b+c)=a-b+a-c
a,b,ce R=(a+b)-c=a-c+b-c
Sei (R, +,-) ein Ring. Ein Element 1 € R heifit EINSELEMENT, wenn gilt
aeR=1-a=a-1=a

(R, 4+, ) heifit KOMMUTATIV, wenn in (R, -) das Kommutativgesetz gilt.

Beispiel

(Za+7 )

3.2.1 Lemma

Seien (R, +,-) ein Ring und 0 das neutrale Element der Addition. Dann gilt fiir alle
a€R:
0-a=a-0=0

Beweis
0-a=(0+0)a=0a+0a=0=0a+ (—0a) =0a+ 0a+ (—0a) = 0a + 0 = 0a
Analog folgt a -0 = 0.
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Beispiel

Sei R = Abb([0,1],R) := {f; f: [0, 1]HR} Definiere +: RxR — R,-: RxR — R
durch (f + g)(z) = f(x) + ()( g9)(x) = f(z) - g(x). Ferner sei h € R mit
h(z) = 1¥z € [0, 1]. Dann gilt fur Jedes feR:

(fh)(x) = f(z)h(x) = f(x) = h(z)f(x) = (hf)(z)

(R, +, ) ist kommutativer Ring mit Einselement.

Definition

Sei (R, +,-) ein Ring. (R, +,-) heifit NULLTEILERFREI, wenn gilt

a,be RNab=0=a=0Vb=0

Beispiele
(a) Der oben definierte Ring (Abb([0,1],R),+,-) ist nicht nullteilerfrei. f,g €
R, f,9 # 0 (f, g sind nicht die Nullfunktion), aber fg = 0 (Nullfunktion), z.B.
f= 0 fir0<az<3i
1 sonst
)1 fiir % <zr<l1
9= 1 sonst

(b) (Z,+,-) ist nullteilerfrei.

Bemerkung

Ist (R,+, ") ein nullteilerfreier Ring, so ist die Multiplikation eine assoziative Ver-
kniipfung auf R\ {0}.

Beispiel

Sei 2Z :={2z;z € Z} , (2Z, +, ) ist ein nullteilerfreier kommutativer Ring. Er enthélt
kein Einselement und zu keinem Element ein multiplikatives Inverses.

(R, +, ) ist ein nullteilerfreier, kommutativer Ring mit Einselement. (R \ {0}, ) ist
eine Gruppe.

Definition

Sei K eine Menge mit zwei Operationen +,-. (K,+,-) heilt KORPER, wenn die
folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(K1) (K,+) ist eine kommutative Gruppe
(K2) (K \ {0},-) ist eine kommutative Gruppe
(K3) Es gilt das Distributivgesetz:

a,b,c,€ K = a(b+c¢) =ab+ ac

Bezeichnung

K* = K\ {0}
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Bemerkungen

(a) (K2) schliefit die Bedingung - : K* x K* — K*, d.h. die Nullteilerfreiheit, ein.

(b) Wegen der Kommutativitét von (K*,-) gilt auch das >zweite< Distributivge-
setz.

(c) Ist (K, +,-) ein Korper, so ist (K, +,-) ein Ring. (Warum?) (Aus (K2) folgt
(R2) nur fiir Elemente aus K*!)

3.2.2 Lemma
Sei

(K, +,-) ein Kérper. Dann gilt:
(i) 0#1
(i) a,b € K = a(—b) = —(ab)
)
)

(i) a,b € K = (—a)(—b) = ab

(iv) a,br e KNax=bx ANz #0=a=5>

Beweis
(i) 0¢ K*,1€ K*

(32.1) (3;}.4)

(ii) ab+a(-b)=a(b—b)=a-0 0 a(—b) = —(ab)

(3.1.5)

(i) (~a)(~b) Z ~((~a)p) © ~(~ab) “=" ap

(iv) Die Kiirzungsregeln (3.1.3) gelten in K*. Also folgt die Behauptung fiir a,b #
0. Gilt a = 0, so folgt aus (3.2.1), dass ax = 0, also wegen ax = bx auch bx = 0.
Wegen x # 0 folgt aus der Nullteilerfreiheit b = 0, also a = b. Vertauschung
der Rollen von a und b in diesem Argument liefert die Behauptung.

Beispiele

(a) (R,+,"),(Q,+,) sind Korper, (Z,+,-) ist keiner. (C, +, -) ist ein Koérper.

(b) (Z2,+,-) ist Korper; wegen (3.2.2(ii)) gibt es keinen mit weniger Elementen.
+ 10 1 10 1
00 1}j0J0 O
1 (1 0|10 1

(¢) (Zg,+,-) ist Spezialfall von (Zy, +, -) fiir eine Primzahl p. Dass (Z5, +, -) eine
kommutative Gruppe ist, haben wir bereits im Abschnitt iiber Gruppen (Seite
171f) nachgewiesen. Addition modulo p macht (Z,, +) zu einer kommutativen
Gruppe. Ferner gilt das Distributivgesetz.

Bemerkung
Sei (K,+,-) ein Korper. Wegen (K2) kann die Multiplikation nicht aus K* hin-
ausfithren. Wie (b) und (c) zeigen, kann das beziiglich der Addition passieren, denn
Zy:1€Z5,0¢ Zs,aber 1 +1=0
ZE1eZ0¢ 251+, +1=0
—_——

p Mal
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Beachte, dass p ¢ {1,...,p — 1}; tatsichlich liegt p in der selben Aquivalenzklasse
(genannt RESTKLASSE) wie 0. Schreibweise: p = 0 (mod p). p-1 = 0 steht also nicht
im Widerspruch zur Nullteilerfreiheit.

In Z kann das nicht passieren.

Definition
Sei (R, +,-) ein Ring mit Einselement.

0 falsmeN=n-1#0

min{n:n €N;n-1=0} sonst

char(R, +,-) := {
heift CHARAKTERISTIK von (R, +,-).

Bezeichnung

Wenn fiir Gruppen, Ringe oder Korper klar ist, welche Verkniipfungen gemeint sind,
so ldsst man diese meistens weg und schreibt nur G, R, K. Insbesondere wird dann
auch char(R) geschrieben.

Beispiel

3.2.3 Lemma

Sei K ein Korper. Dann ist char(K') eine Primzahl, oder es gilt char(K) = 0.

Beweis

Sei char(K) =m-n # 0. Dann gilt 0 = (m-n)-1= (m-1)(n-1),m-1=1+...+1,
ei char(K) =m-n # ann gi (m-n) (m-1)(n-1), m +... 4

m Mal
n-1=1+...41 liegen wegen der Minimalitdt von (mn) in K*, falls m,n < mn
—_———

n Mal
gilt. Aus der Nullteilerfreiheit von K* folgt, dass m = 1 oder n = 1 ist. Also kann
char(K) keine echten Teiler besitzen.

Definition

(a) Seien (R,+,-) ein Ring und U C R. Ist (U,+,-) ein Ring, so heifit (U,+,-)
UNTERRING von (R, +,-).
Sei (K,+,-) ein Korper und U C K und ist (U,+,-) ein Korper, so heifit
(U,+,-) UNTERKORPER von (K, +,-).

(b) Seien (R,+,-) und (H, ®, ®) Ringe (bzw. Kérper). Eine Abbildung ¢ : R — H
heifit (Ring- bzw. Korper-)HOMOMORPHISMUS (falls ¢ bijektiv ist, ISOMOR-
PHISMUS), falls gilt:
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3.3 Polynome

In der Analysis treten Polynome als spezielle Funktionen auf. Wir fithren im Fol-
genden Polynome als algebraische Struktur ein. Spéter wird der Zusammenhang
mit den entsprechenden Funktionen hergestellt. Im Folgenden sei K = (K, +, ) ein
beliebiger Korper.

Bezeichnung

Sei 0 : Ng — K. Dann heifit ¢ SEQUENZ iiber K. Wir schreiben o auch in der
Form (0(%))ieng, (0(0),0(1),...) oder mit o(i) := a; fiir i € Ny einfacher (a;);en,-
O = (O)iGNo'

Definition

Sei p := {(ai)ien,;a; = 0 fiir alle bis auf endlich viele Indizes i € Ny}. Jedes Ele-
ment f von p heiit POLYNOM iiber K. Ist f = (a;)ien, € p, so heiit deg(f) GRAD
(degree) von f.

max{i:i€NygAa; #0} falls f#0

deg(f) := {—oo falls f =0

Fiir ¢ € Ny heilt a; I-TER KOEFFIZIENT von f; mit n = deg(f) > 0 heifit a,
FUHRENDER KOEFFIZIENT von f. f heilt NORMIERT, wenn a, = 1 ist. 0 heifit
NuLLpoLYNOM. Addition (+) und Multiplikation (-) von Polynomen sind wie folgt
definiert: Seien f = (a;)ieng, 9 = (bi)iengs [, 9 € . Dann sei

[+ 9="(a; +bi)ien,

i
f9=(ci)ien, mit ¢; = Zajbi—j
j=0

3.3.1 Satz

(p,+,-) ist ein nullteilerfreier, kommutativer Ring mit Einselement (»>Polynomring
iiber K<«).

Beweis

(R1), (R2), (R3) rechnet man leicht nach, ebenso die Kommutativitdt der Mul-
tiplikation. Ferner ist klar, dass (1,0,...) Einselement ist. Es bleibt also nur die
Nullteilerfreiheit zu zeigen.

Seien f = (a;)ieng, 9 = (bi)ien, Polynome, f # 0,9 # 0. Sei n := deg(f),m :=
deg(g). Dann gilt f-g = (¢;)ien, mit Z;‘:o a;b;_;, also ist insbesondere ¢,y =

n—1 n+m
S bnm—j = Y @bnim—j + Gnbm + Y Gibpym—j = anbm # 0, dh.
- S~ .
J=0 £0 j=n+1
-0 =0
f-970.
Formale Setzung: Seien n,m € Ny. Dann sei n 4+ (—00) = (—00) + m = (—o0) +
(—o0) = (—00).

3.3.2 Korollar

Seien f,g € p. Dann gilt deg(f - g) = deg(f) + deg(g).
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Beweis

Folgt mit obiger formaler Setzung wie im Beweis der Nullteilerfreiheit in (3.3.1).
Genau so wie iiber Z kénnen wir auch im Polynomring mit Rest dividieren.

3.3.3 Satz

Seien f,g € p,g # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome ¢,r € p mit
deg(r) < deg(g) —1,sodass f =q-g+r.

Beweis

FEindeutigkeit: Seien ¢, q,r,7 € p mit deg(r),deg(r) < deg(g) —1und f=q-g+r,
f=q-g+7. Dann folgt 0 = (¢—q)-g+(r—7), also (¢—q)-¢g = 7—r. Mit (3.3.2) folgt,
dass deg(7—7) = deg((¢—7)-g) sein muss: deg(7—r) = deg(¢—7)+deg(g). Dag #0
vorausgesetzt war und auflerdem deg(7 — r) < max {deg(7), deg(r)} < deg(g) — 1
ist, folgt deg(q — q) = —o0, also ¢ = §. Wegen ¢ — § = 7 — r folgt auch r = 7.
Ezistenz: Ist deg(f) < deg(g), so kann man ¢ := 0 und r := f wihlen. Sei al-
so n := deg(f), n > deg(g) := m mit f = (ai)ien, 9 = (bi)ien,- Setze ¢; =
(0,...,0, %,0, ...,0) (% steht an der Stelle n —m im Polynom), fi = f — ¢ - g
Es ist deg(f1) < deg(f). Ist bereits deg(f1) < m, so setzen wir ¢ := ¢1,7 := fi.
Andernfalls wiederholen wir das Verfahren mit f; und g. Sukzessive erhalten wir
so Polynome f1,..., fr mit deg(f) > deg(f1) > ... > deg(fx), d.h. das Verfahren
liefert nach héchstens n — m Schritten ein fj mit deg(fx) < m. Man erhélt

f=a9+h=q9+(wy+fo)=@+a)g+fo=...=(@+...+aq)g+ fr

und es folgt die Behauptung.
Wir betrachten im Folgenden die Struktur von (g, +,-) genauer.

3.3.4 Bemerkung

Sei (U, +,-) der Unterring von (p, +,-) der Polynome vom Grad héchstens 0. Dann
ist (U, +, ") ein Kérper. Die Abbildung ¢ : K — U, definiert durch ¢(a) = (a,0,...)
ist ein Korperisomorphismus.

Beweis: trivial

Hinweis

Man kann also die Skalare a € K mit den Polynomen (a,0,...) € p identifizieren.
Multiplikation in p geht auf das Bilden von Potenzen zuriick.

3.3.5 Bemerkung

Sei X :=(0,1,0,...), und setze X° := (1,0,...). Sei f = (a;)ien, € p mit deg(f) <
n. Dann gilt f =" a; X"

Beweis

Es reicht zu zeigen, dass X = (0,...,0,1,0,...) gilt fiir i € Ng. Fiir i = 0,1 folgt

das aus der Definition, der Rest mittels vollstandiger Induktion, denn X - X? =
(0,1,0,...)-(0,...,0,1,0,...) = (0,...,0, il,07...).
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Bezeichnung

X wird oft UNBESTIMMTE genannt. (p,+,-) wird dann mit K[X| bezeichnet und
POLYNOMRING IN EINER UNBESTIMMTEN genannt. Fiir f schreibt man auch f(X).
Die Verbindung zu den Polynomen in der Analysis erhélt man, wenn man >fiir X
Werte x aus K einsetzt<.

Definition

Sei K ein Korper. Eine Funktion p : K — K heifit POLYNOMFUNKTION auf K,
wenn es ein n € Ny und ag, ..., a, € K gibt mit p(z) = Y. a2’ fiir alle z € K.
Ist p eine Polynomfunktion und p(z) = Y"1, ;2" fiir alle z € K, so heiit ", ;2"
(POLYNOM-)DARSTELLUNG von p.

Die Rechenregeln fiir Darstellungen Y . a;z’, > i~ b;a’ sind definiert wie fiir die
zugehorigen Polynome (ag, a1, ..., an,0,...),(bo,b1,...,bm,0,...).

Bemerkung

Polynomfunktionen sind gleich, wenn ihre Werte iibereinstimmen. Darstellungen
sind gleich, wenn ihre Koeffizienten iibereinstimmen.

3.3.6 Bemerkung

Ist K endlich, so sind die Darstellungen von Polynomfunktionen nicht eindeutig.

Beweis

Es reicht zu zeigen, dass die Nullfunktion eine nichttriviale Darstellung besitzt (da
f=740).Sei K = {ki,...,kn}. Definiere p(z) = (x—k1)-...-(x—ky) fir allex € K.
Dann ist p (als Funktion) identisch 0 (Schreibweise: p = 0), aber die Koeffizienten
der zugehorigen Darstellung sind nicht alle 0; speziell ist der Koeffizient von ™ = 1.

Bezeichnung

F sei die Menge der Polynomfunktionen, D die Menge der Darstellungen.

3.3.7 Bemerkung

(F,+,-) und (D, +,-) sind kommutative Ringe mit Einselement. Die Abbildung
¢ : D — F, definiert durch ¢ (31" a;2%) := p mit p(z) = > i a;z’ ist ein sur-
jektiver (Ring-)Homomorphismus (kanonischer EPIMORPHISMUS). Die Abbildung
¢+ K[X] — D, definiert durch ¢ (37 a;X") := Y. a;a’ ist ein ISOMORPHIS-
MUS.

Hinweis

K[X] und (D, +, -) kénnen also identifiziert werden. (F, +, -) ist dagegen fiir endliche
Korper nicht einmal nullteilerfrei.

Bezeichnung

(D, +,-) wird auch mit K[z] bezeichnet; die Elemente von K|[z] werden auch Po-
LYNOME genannt.
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Bemerkung

Wegen (3.3.7) iibertragen sich die Aussagen iiber K[X] auf KJz], ebenso Begriffe
wie Grad.

Definition

Seien p € K[z] und x¢ € K mit p(zo) = 0. Dann heifit 20 NULLSTELLE von p.

Beispiel

Sei K = {ki1,....km}.pj(x) = kj + [[121(z — k;) fir j = 1,...,m. Dann gilt
pj(x) = k;, besitzt also keine Nullstelle, wenn k; # 0 und m Nullstellen, falls k; = 0
ist.

Die folgende Aussage zeigt, dass den Nullstellen zy von Polynomen sog. LINEAR-
FAKTOREN X — xzg bzw. x — x( entsprechen.

3.3.8 Satz

Seien p € K[z] und z¢ Nullstelle von p. Ferner sei g € K|z] definiert durch g(x) =
x — xo. Dann gibt es genau ein ¢ € K|[z] mit g¢ = p und deg(q) = deg(p) — 1.

Beweis

Nach (3.3.3) gibt es eindeutig bestimmte ¢, € K[z] mit p = gg + r und deg(r) <
deg(g) — 1 = 0. Also ist r = 19 € K eine Konstante und wegen 0 = p(zg) =
0-q(zo) + 7o gilt = 0. Aus (3.3.2) folgt deg(p) = deg(g) + deg(q) = 1 + deg(q).

Bemerkung

Ist f eine Polynomfunktion und ist g € K mit f(xg) = 0, so gibt es ein ¢ € F mit
f(z) = (z — 20)g(x); die Eindeutigkeit geht i.a. aber verloren.

Beispiel

K =1Zs; f(z) = p(z) = x(z—1)(z—2) fiir x € {0, 1, 2}. Die Polynomfunktion f € F
ist also die Nullfunktion; p € K|[z] ist nicht das Nullpolynom. Es gilt p(x) = zq(z)
mit ¢(x) = (z — 1)(z — 2) und ¢ € K|z] ist eindeutig bestimmt (nach (3.3.8)).
Seien g1,92 € F mit ¢g1(z) = (x — 1)(z — 2),92(x) = 2(x — 1)(z — 2). Dann gilt
91(0) = 2,92(0) = 1, d.h. g1 # g2 auch in F. Andererseits gilt aber f(z) = zg1(z)
und f(z) = zga(x) fiir alle x € {0,1,2}.

3.3.9 Korollar

Sei p € K|[z] nicht das Nullpolynom. Dann hat p héchstens deg(p) viele Nullstellen.

Beweis

(duch vollstindige Induktion nach n := deg(p))

n=0:p=ag € K\ {0}

n > 0: Falls p keine Nullstelle besitzt, folgt die Behauptung. Andernfalls sei z
Nullstelle. Nach (3.3.8) gibt es ¢ € K[x] mit p(z) = (z — x)q(x) fiir alle z € K und
deg(q) = deg(p) — 1. Aus der Induktionsannahme folgt die Behauptung,.
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3.3.10 Korollar
Ist K unendlich, so ist die Abbildung ¢ : K[x] — F, definiert duch

; (z ) _
i=0
mit f(z) = > 1 ,a;z" fiir € K ein (Ring-)Isomorphismus.

Beweis

Nach (3.3.7) reicht es zu zeigen, dass ¢ injektiv ist. Seien p1, ps € K[z] mit ¢(p1) =
©(p2). Dann gilt ¢(p1 —p2) = 0, d.h. die Polynomfunktion ¢(p; — p2) hat unendlich
viele Nullstellen. Sei > | ;2" eine Darstellung von ¢(p; — p2). Dann hat auch
> o a;xz’ unendlich viele Nullstellen. Aus (3.3.9) folgt ag = ... = a,, = 0. Also gilt
p1 = pa (in Kz]).

Definition

Seien p € K[z] \ {0} ,z¢ € K. Dan heifit
w(p,zo) :=max{m:meNy:3Jg € K[z] ANz € K = p(x) = (z —29)"q(x)}

die VIELFACHHEIT DER NULLSTELLE z( von p.

Hinweis
1(p,z0) = max {m:m e Ng A f(zo) = f'(zo=...= f=D(z4) = 0} fir K =R,
d.h. genau die 0-te, 1-te, ..., (u(p, xo) — 1)-te Ableitung in xg verschwindet.

3.3.11 Satz (Fundamentalsatz der Algebra)

Sei f € Clz]. Dann gibt es z1,. .., 24eg(f) € Cund @ € C mit f(z) = a(x —21)-...-
(LL' - Zdeg(f))'

Beweis

siehe z.B. G. Fischer, Einfiihrung in die Algebra, 1974

Bezeichnung

Seien z € C,a,b € R und z = a + bi. Dann heifit Z = a — bi zu z KONJUGIERT
KOMPLEXE ZAHL.

3.3.12 Lemma

Seien p € R|z], z € C eine Nullstelle von p. Dann gilt u(p, z0) = n(p, 20).

Hinweis

Die (komplexen) Nullstellen von Polynomen mit reellen Koeffizienten liegen sym-
metrisch zur reellen Achse.
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3.3.13 Satz

Sei p € R[z] mit n := deg(p) > 1. Dann gibt es ein a € R\{0} ,m € Ng, x1,..., 2, €
R,s € No,q1,...,¢s € R[z] normiert vom Grad 2, ohne reelle Nullstelle, so dass fiir
alle x € R gilt:

plx)=alr—z1) ...- (x—zp) @) ... gs(x)

Ferner gilt m + 2s = n.

Beweis

Die letzte Identiét folgt aus (3.3.2).

Die Existenz der behaupteten Faktorisierung folgt aus dem Fundamentalsatz der
Algebra, denn:

Nach (3.3.11) gibt es 2z1,...,2, € Cund a € C mit p(x) = a(x — 2z1) ... - (x — z,)
fiir alle z € R. Da p € R[] ist und a der fithrende Koeffizent ist, folgt a € R.
Sei m € Ng mit z1,...,2m € R, z;ma1,---,2n € C\ R. Nach (3.3.12) ist n — m
gerade und durch Umnummerierung kann erreicht werden, dass z; und z; + 1 fiir
t=(m+1)4+25,5=0,..., %(n — m) — 1 konjugiert komplex sind. Nun gilt fiir
z=a+bi(a,b € R):

(x—2)(x—2) = (x — a— bi)(x — a+bi)0x? — 2azx + (a® + b*) € R[z]

Das Polynom 22 + 2ax + a® + b? besitzt keine reelle Nullstelle (denn a? — (a? +b%) =
—b? <0), falls b # 0. Insgesamt folgt die Behauptung.

Hinweis

Es gibt verschiedene strukturelle Aussagen iiber reelle Nullstellen und numerische
Algorithmen zu ihrer Bestimmung.
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Kapitel 4

Vektorraume

In (1.1): Vektoren des R™, R™ sind wichtig zur Beschreibung linearer Gleichungs-
systeme iiber R.
Jetzt: allgemeiner Standpunkt.

4.1 (Unter-)Vektorrdume und lineare Hiille

Im Folgenden sei K ein beliebiger Korper.

Beispiel
U1
K" = Sl e KA AN, €K
Un
vy Uy
Definiere firv=| : [,u=| : | €e K", A€ K:
Up, Unp,
U1 + Uy
v+u= :
Uy, + Up
AU
Av =
AUy,

Beachte: + : K™ x K™ — K", aber - : K x K™ — K". 4 ist daher eine INNERE
VERKNUPFUNG, - ist eine AUSSERE VERKNUPFUNG, die Multiplikation mit einem
Skalar.

Hinweis

Diese beiden Verkniipfungen traten bereits bei der Formulierung xiv1 +. ..+ x,v, =
bmit b,v1,...,v, € R" z1,...,x, € R von Gleichungssystemen mittels der Spalten
ihrer Koeffizientenmatrix auf, sowie bei der Parametrisierung ihrer Losungsmengen.
(Beachte: Wir haben in (1.1) auch vyz1+. . .4v, 2, fir x1v1+. . .+, v, geschreiben.
- In Analogie zu einer Interpretation als Abbildung (vgl Kapitel 5) - obwohl - formal
nur auf Paaren K x K™ wirkt.)

33
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Definition

Seien V' eine Menge, K ein Korper und & : VxV - V.0 : K xV — V Ver-
kniipfungen. (V, ®, ®) heifit K - VEKTORRAUM, wenn gilt:

(V1) (V,®) ist eine kommutative Gruppe

(V2) (a)
AMpeKveV=A0pov)=(Ap) oo

(ASSOZIATIVITAT)
(b)
MeEKANVEV = A4+ p)0v=A00v)d (LOv)
AeEKAvweV=2200wdw)=A00)0 (A0 w)

(DISTRIBUTIVITAT)

(c)veV=10v=w

Konvention

® bindet stirker als @®.

Bemerkung

(V2) iibertrégt sich auf endliche Summen bzw. Produkte

Bezeichnung

Die Operationen in K und die Verkniipfungen in V' werden im Folgenden beide mit
+ und - bezeichnet.

Der NULLVEKTOR, d.h. das Nullelement der Addition in V' wird mit 0 bezeichnet;
die Elemente von V heilen VEKTOREN.

Beispiele

(a) (R™,+,-) ist ein R - Vektorraum. Die Vektoren kann man als >Ortsvekto-
ren< interpretieren; die Verkniipfungen lassen sich geometrisch darstellen.
(vgl. 1.1 und Abbildung 4.1)

(b) Allgemeiner ist (K™, +, ) fiir einen beliebigen Korper K ein K-Vektorraum.

(¢) Der Polynomring K[x] ist auch ein K-Vektorraum (Die Multiplikation - :
K x K[z] — Klz] wird mittels (3.3.4) als Spezialfall der Multiplikation von
Polynomen erklirt, wie bereits - implizit - in (3.3.5)).

(d) Ein weiteres Beispiel bilden die m x n - Matrizen (vgl. 1.1).

Definition
Seien K ein Korper und m,n € N. A heifit m x n - MATRIX (mit Koeffizienten in
K),wenn fir i =1,...,mund j =1,...,n Elemente a;; € K existieren, so dass
ai1 e A1n
A =

Aml1  --- Qmn
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Abbildung 4.1: Geometrische Darstellung der Verkniipfungen im R?

Die Begriffe Koeffizient etc. werden analog zur Definition in (1.1) bzw. (2.1) (fiir
K = R) benutzt. Die Menge aller m x n - Matrizen mit Koeffizienten in K wird
mit K™*™ bezeichnet. Die Operationen + : K"*™ x K™*" — K™*™ und - :
K x K™*" — K™*™ geien definiert durch:

Jj=1,..., n 1,....,n
A+ B = (aij + bij)i=1,..m
Jj=1,....n
A = ()\aij)zzl,.. ,m
j=1,...,n

4.1.1 Bemerkung
Seien K ein Koérper und m,n € N. Dann ist (K™*", +,-) ein K-Vektorraum.
Beweis: trivial.
Hinweis
(Km>n 4+ . ist gerade (K™, +, ) (bis auf die andere Art, Vektoren zu schreiben).
(Spéter: Matrizenmultiplikation; Interpretation von Matrizen als Abbildungen)
Bezeichnung
Im Folgenden sei K stets ein Kérper. Ein K-Vektorraum (V,+,-) wird einfacher
mit V bezeichnet. Wenn Verwechslungen ausgeschlossen sind, sprechen wir auch
einfacher nur von einem Vektorraum.
4.1.2 Lemma
Sei V' ein K-Vektorraum. Dann gilt:

i)veV=00v=0

(ii)) N\e K=X-0=0
(i) Ae KAvEVAIMN=0=A=0Vv=0

)

(iv) veV=(-1)-v=—v
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Beispiel

Sei A € R™*™. Dann ist Los(A,0) ein Vektorraum. Andererseits ist Los(A4,0) eine
Teilmenge des Vektorraums R"™, die ihre Verkniipfungen vom R" »erbt«.

Definition

Seien (V,+,-) ein K-Vektorraum, U C V. Ist (U, +,-) ein K-Vektorraum, so heift
(U,+, ) UNTERVEKTORRAUM von (V, +, ).

4.1.3 Lemma

Seien V ein K-Vektorraum und U C V. U ist genau dann ein Untervektorraum von
V, wenn gilt:

e U#0
e up,up EU = uy +us €U

e e KANueU=MueclU

Beweis

Aus (3.1.9) und (4.1.2(iv)) folgt, dass (U, +) Untergruppe von (V,+) ist. (U, +) ist
kommutativ, da (V,+) kommutativ ist. Also gilt (V1). Wegen U C V folgt auch
(V2).

Beispiele

(a) Wegen 0+ 0 = 0,A0 = 0 fir A € K (4.1.2(ii)), ist {0} (mit den >geerb-
ten< Verkniipfungen) Untervektorraum jedes Vektorraums.

(b)
V:RQ,U:{(ml) Z$1,.’)32€R/\1‘120/\$1—$2§0}
T2

U ist kein Untervektorraum. Es gelten zwar (4.1.3(1)) und (4.1.3(ii)), aber
(4.1.3(iii)) gilt nur fiir A > 0. Werte A < 0 fithren zu einer Spiegelung am
Ursprung. U ist ein KEGEL.

(c) Sei K|[z],, die Menge aller Polynome vom Grad héchstens n. K[x], ist kein Un-
terring von K[z], da die Multiplikation von Polynomen den Grad i.a. erhoht.
Aber K|x], ist ein Untervektorraum des K-Vektorraums K[z]. (K|z]o Sn

Klz]y € Klz]s C ... C Klz], C ...)
UVR UVR UVR UVR

4.1.4 Lemma

Seien V' ein K-Vektorraum, I eine beliebige Indexmenge und fiir jedes a € I sei

U, ein Untervektorraum von V. Dann ist U := () U, ein Untervektorraum von V.
a€cl
(Untervektorraumbegriff ist abgeschlossen unter beliebiger Durchschnittsbildung.)

Beweis

Es gilt 0 € UVa € I, also 0 € U # (0. Seien uy,us € U, so gilt uy,us € U, fiir
jedes a € I, also u1 +ug € U, fiir alle € I (denn U,, Untervektorraum) und somit
uy +ug € U. Sind XA € K,u € U, so ist u € U, fir a € I, also \u € U, fir a € I,
somit Au € U.
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Beachte

Die Vereinigung von Untervektorrdumen ist i.a. kein Untervektorraum.

=) {0 ey
==o()

U1NUs ist nach (4.1.4) Untervektorraum, Uy UU; erfiillt Bedingung (4.1.3(ii)) nicht.
(4.1.4) erlaubt es, einen HULLENOPERATOR zu definieren (analog zur abgeschlosse-
nen Hiille der Analysis).

Definition

Seien V ein K-Vektorraum und M C V. Die LINEARE HULLE lin(M) ist der Durch-
schnitt aller Untervektorrdume von V', die M enthalten.

Bemerkung

lin(M) ist Untervektorraum von V.

Beispiel

Sei Uy = R(}),Us = R(7'). Dann ist lin(U; U Us) = R2.
In der Analysis erhdlt man den Abschluss einer Menge durch Hinzunahme ih-
rer Haufungspunkte. Im Folgenden soll untersucht werden, wie lin(M) >konstruk-
tiv<« aus den Elementen von M aufgebaut werden kann.

Definition
Sei V ein K-Vektorraum. Sind r € Nyvy,...,0. € V;A1,..., A € K, so heifit
A1v1 + ... + Apv, LINEARKOMBINATION von v1,...,0,.. Sei M C V. Das LINEA-

RE ERZEUGNIS span(M) von M sei definiert durch span(M) = {0} fiir M = () und
fiir M # () durch
span(M) =
{v:IreNATvy,...,0. € MATN,...;. N EK :v=Mv1 +...+ Ao}

Bemerkung

(a) Fiir Linearkombinationen werden nur endliche (aber beliebig grofie) Summen
>, Av; betrachtet.

(b) 0 € span(M). Fiir M # ( ist span(M) die Menge aller Linearkombinationen
von Elementen in M.

Beispiel

Seien Us =R(;), Uz = R(') (M = {(}), (5)})
r=1X1),A(7) = U1uls
r = 2 Da Uy, Uy Untervektorriume von R? sind, gilt

A, A € KA (Ul,UQ e Uy Vuyp,ug € UQ) = Mui + dousy € Uy VU,
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Neue Vektoren konnen also nur von der Form A\ G) + A2 (711) (A1, A2 € K) sin. Welche
Vektoren v = ( ) werden so erzeugt? Lose Gleichungssystem Ay G) + A2 (711) = (”1),

v1
V2 v2

also Ay — Ay = v1,A\1 + Ao = vg. Losung: \; = ”1;“’2,)\2 = 257 Somit ldsst

sich jeder Vektor des R? als Linearkombination von (}), (711) darstellen. Es folgt

span(M) = R

r > 3 Da R? ein Vektorraum ist, kommen keine weiteren Vektoren hinzu.

Insgesamt folgt: span(U; U Us) = span({ (}), (_11) }) =R2

Beobachtungen
(a) lin(U; U Us) = span(U; U Us)
(b) Zur Erzeugung von span(U; U Us) »reichen< zwei Vektoren.

Die Beobachtung (b) fiithrt auf den zentralen Begriff der BASIS eines Vektorraums,
Beobachung (a) gilt allgemein.

4.1.5 Satz
Seien V' ein Vektorraum und M C V. Dann gilt lin(M) = span(M).

Beweis

Da lin(M) ein Vektorraum ist, liegen insbesondere alle Linearkombinationen von
Elementen aus M in lin(M), d.h. es gilt lin(M) D span(M).

Nach Definition von lin(M) reicht es zu zeigen, dass span(M) ein Untervektorraum
von V ist. Fiir M = 0 ist das klar, fiir M # @ folgt das unmittelbar aus (4.1.3).

4.2 Lineare (Un-)Abhingigkeit, Basis, Dimension

Frage: Wie kann man eine >moglichst kleine< Menge von Vektoren angeben, die V
linear erzeugen?

Beispiele

}) (ein Vektor reicht nicht)
)

(¢) Firi=1,...,nseie; = | 1 | € K™ (die 1 jeweils an der i-ten Stelle).

0
e; heifit i-ter KOORDINATENVEKTOR des K. Es gilt

K" = Span({elv SER) en})

(d) Fiir i € Ny sei v; € K[z] mit v;(z) = 2% v; heiit i-tes MoNOM. Es gilt
Klz] = span({v; : i € Ng}). Endlich viele Polynome erzeugen K|[z| nicht.
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Definition

Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge E von V heifit ERZEUGENDENSYSTEM,
wenn span(E) = V gilt. Ist E ein Erzeugendensystem, so heiflit £ MINIMAL, wenn
gilt: v € E = span(E \ {v}) # V.

Existiert zu V ein endliches Erzeugendensystem, so heifit V' ENDLICH ERZEUGT.

Beispiele
(i) Die obigen Beispiele (a), ..., (d) sind minimale Erzeugendensysteme.
(i) Es gilt R? = span ({( ) ( ) ( 11)}) ((1)), ( ) ( 11) sind kein minimales Er-
zeugendensystem, denn es gilt (2) 1( ) — 2( ! ) d.h. (Z;) =\ ((1)) +

>\2(71)+)\3(71):><v) ()‘2_%)‘ )(_) (>\3—1)\1)( )
Eine >>symmetrischere<< Art, obige »Abhéngigkeit< der drei Vektoren darzu-

stellen, ist:
) 0 +1 -1 +1 1 0
1 2 \-1 2 \-1/)
0 -1 1
0-<1>+0-<_1)+0-(_1>_0

d.h. das Erzeugendensystem ist nicht minimal, weil es eine nichttriviale Line-
arkombination gibt, die den Nullvektor erzeugt.

Natiirlich gilt auch:

Definition

Seien V ein K-Vektorraum und vq,...,v, € V. vy,...,v, heilen LINEAR UN-
ABHANGIG, falls gilt:

n
Ay A EKAY Moe =0= A =... =X, =0
k1
Andernfalls heiflen vq, ..., v, LINEAR ABHANGIG.

Beispiele
(&) (9),(Z1), (') sind linear abhingig in R2.
(b) ( ) (7 ) sind linear unabhéingig in R2.
(c) v, sind linear abhéngig in V, ebenso 0.
(d) Die Koordinatenvektoren ey, ..., e, aus K" sind linear unabhéingig in K™.
)
)

(e) Die Monome aus K|z}, sind linear unabhéngig in K{z].
(

f) 1,4/2 sind linear abhingig im R-Vektorraum R, aber linear unabhéngig im Q-
Vektorraum R, denn A, 2 € QAA +X0v2=0= (A =X =0) V (— A

A2
\/§)=>/\1:)\2:0.

Das Beispiel K[x] = span({v;;i € No}) zeigt, dass es nicht reicht, die lineare (Un-
)Abhéngigkeit nur fiir endlich viele Vektoren zu definieren.
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Definition

Seien V ein K-Vektorraum, M C V. Dann heifit M LINEAR ABHANGIG, wenn es ein
r € Nund vy,...,v, € M gibt, so dass vy, ..., v, linear abhéngig sind. Andernfalls
heift M LINEAR UNABHANGIG.

Bemerkung

Gilt S € M C V und ist M linear unabhéingig, so ist auch S linear unabhéingig.

4.2.1 Lemma

Sei V ein K-Vektorraum, M C V. M ist genau dann linear unabhéngig, wenn M # ()
oder wenn sich jeder Vektor v aus span(M) auf genau eine Weise als Linearkombi-
nation von Vektoren aus M darstellen ldsst.

Beweis

Der Fall M = () ist trivial. Sei also M # () linear unabhingig. Ferner seien v €
span(M),r,s € Nyv1, ..., U U1, s € ViAo, Apy ity oy fbs € K mit v =
Z::l /\ivi = Ele i U; . Also gﬂt Z::l )\ﬂ}l + Ele(—ui)ui =0.0.B.d A. sei
t € Ng mit {vy,...,0.} N {u,...,us} = {v1,...,v:}. Also ist E::o()\i — pi)v; +
i1 NV Dy q mitg = 0. Da {vg,..., v} U{ug, ..., us} € M und M linear
unabhéngig folgt \1 = p1, ..., e = g, A1 = oo = A = g1 = ... = ps = 0. Ist
andererseits M linear abhéngig, so besitzt 0 eine nichttriviale Darstellung, d.h. 0
ist nicht eindeutig darstellbar.

Beispiel

Seien b € K™, A € K™*", 121, b eine zugehorige Matrix in Zeilenstufenform bzw. die
zugehorige rechte Seite.

Zeilenvektoren: Die ersten r Zeilenvektoren von A sind linear unabhingig. Al-
le Zeilenvektoren von A werden von den zu diesen r gehorigen linear erzeugt.
(>Riickgiingigmachen< der elementaren (linearen) Zeilenoperationen). Der Zeilen-
rang ist also das Maximum der Kardinalitdt linear unabhéngiger Teilmengen der
Zeilenvektoren von A.

Spaltenvektoren: Die spalten von A mit Indizes aus {j1,-.+,jr} sind linear un-
abhéngig. b ist eindeutig als Linearkombination dieser Vektoren darstellbar, wenn
das Gleichungssystem losbar ist (vgl. Beweis (2.2.1) auf Seite 11).

Bemerkung

Die Ergebnisse von Kapitel 2 gelten (mit den selben Beweisen) fiir Gleichungssys-
teme iiber beliebigen Korpern.

Definition
Seien V ein K-Vektorraum und B C V. B heifit BAsis des Vektorraums V', wenn
gilt:
(i) span(B) =V
(ii) B ist linear unabhingig
Ist B endlich, so heifit die Anzahl |B]| (card(B)) der Elementen von B LANGE DER

Basis.
Wir beweisen zunéchst eine fundamentale Charakterisierung von Basen.
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4.2.2 Satz

Seien V' ein K-Vektorraum und B C V Dann sind die folgenden drei Aussagen
dquivalent:

(i) B ist eine Basis von V.
(ii) B ist ein minimales Erzeugendensystem fir V.

(iii) B ist eine (inklusions-)maximale linear unabhéngige Teilmenge von V, d.h.
B U {v} ist linear abhéngig fiir alle v € V' \ B.

Beweis

Ist V = {0}, so ist B in allen drei Fillen (). Wir setzen daher im Folgenden V' # {0}
voraus.

(i)=(ii): Sei B eine Basis von V. Ist das Erzeugendensystem B nicht minimal, so
existiert ein by € B mit V = span(B \ {bo}), d.h. es existiert r € N,by,...,b, €
B\ {bo}, A —1,...,\ € K mit by = >_!_; \;b;. Somit wire B linear abhingig.
Widerspruch.

(#i)=(1ii): Sei B ein minimales Erzeugendensystem. Wére B linear abhingig, so
gibe es 7 € N,by,...,b, € B, A\q,..., A\, € K\ {0} mit >_;_, \;b; = 0. Es folgt
by = —A% o Aib;. Somit gilt span(B \ {b1}) = V. Widerspruch zur Minimalitéit
von B. Ist v € V'\ B, so folgt v € span(B), also ist B U {v} linear abhéngig.
(iii)=(i): Sei B eine maximale linear unabhingige Teilmenge von V. Ist by € V'\ B,
so ist B U {bp} linear abhingig, d.h. es gibt » € N, by,...,b. € B, Ag,..., \r € K,
nicht alle 0, mit der Eigenschaft )., A\;b; = 0. Da B linear abhiingig ist, folgt
Ao # 0 und damit by = —%0 >oi_1 Aib. Da by € V'\ B beliebig gewihlt war, folgt
V = span(B).

4.2.3 Korollar

Seien V ein endlich erzeugter Vektorraum und E ein endliches Erzeugendensystem.
Dann besitzt V' eine Basis B mit B C E.

Beweis

Die Aussage folgt aus der Aquivalenz von (i), (i) in (4.2.2) durch sukzessives Ent-
fernen von abhéngigen Elementen.
Frage

Besitzt jeder Vektorraum (auch solche, die nicht endlich erzeugt sind) eine Basis?

Definition

Seien M eine Menge. Eine Menge von Teilmengen von M heifit MENGENSYSTEM
(iitber M). Seien S ein nichtleeres Mengensystem, K eine nichtleere Teilmenge von
S. K heifit KETTE, wenn gilt

S1,5 €K =5, CS VS D5
Sei T' € S. T heifit MAXIMALES ELEMENT, wenn gilt

SeSANTCS=T=S
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4.2.4 Satz (Lemma von Zorn)

Sein S ein nichtleeres Mengensystem. Gilt fiir jede Kette K von S, dass |J S € S,
SeK
so gibt es in S ein maximales Element.

Beweis

siehe z.B. D. Klaua, Allgemeine Mengenlehre, 1964

4.2.5 Satz

Seien V' ein K-Vektorraum und A eine linear unabhingige Teilmenge von V. Dann
gibt es eine Basis B von V mit A C B.

Beweis

Sei S das Mengensystem aller linear unabhéngigen Teilmengen von V. Wegen A € S

ist S # (). Ferner seien K eine beliebige Kette von S und T := |J S. Wir zeigen

SeK
zundchst, dass T' wieder unabhéngig ist. Wére T nicht linear unabhéngig, so gébe es
ein r € N, {ty,...,t-} C T, so dass ti,...,t, linear abhéingig sind. Fir i = 1,...,r
sei T; € K mit t; € T;. Da K eine Kette ist, existiert ein ¢, so dass T; C T;, fiir alle
i=1,...,r. (Warum?) T;, wére somit linear abhéngig; Widerspruch zu T;, € S.
Also ist T linear unabhéingig, d.h. T' € S. Nach (4.2.4) existiert in S ein maximales
Element B. Aus (4.2.2) folgt die Behauptung.

4.2.6 Lemma

Seien V ein K-Vektorraum und B = {vy,...,v,} eine Basis. Seien ny,...,m, €
K, I = {i;i€{l,...,n} Am; #0}. und vo = > 7 n;v;. Dann ist fiir jedes i € I
(B\{vi}) U{vp} eine Basis von V.

Beweis

Seii € I und B = (B \ {v;}) U {vo}. Seien v € V und py,..., 4, € K mit v =
> i1 f1jv;. Dann gilt wegen v; = 1UO+ZJ 1( LYy

*UO + Z - *,uz

Jsﬁz

Also ist B ein Erzeugendensystem.
Sei Ao’Uo + Z] 1 Aj U5 = 0. Es folgt 0= )\0 Z?:l 705 + 2?21 )\jl}j = )\0771'1}1' +
i i#i
Si=1(Xomj + Aj)v; und somit fiir j = 1,...,n,j # i Aoni = (Aonj + Aj) =0
i
Wegen i€ Iist m; #0, also gilt A\ =0 und somit A\; =0 fiiralle j =1,...,n,j # 1.

4.2.7 Satz (Austauschsatz von Steinitz)

Seien V ein K-Vektorraum, B = {vy,...,v,} eine Basis und w;,...,w, € V linear

unabhéngig. Dann gilt n > r und es gibt i1,...,4, € {1,...,n}, so dass B =
{vi;i ¢ {i1,...,ir}} U{wi,...,w,} eine Basis von V ist.
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Beweis

Induktion nach r: Fiir » = 0 ist nichts zu zeigen. Sei » > 1. Da insbesondere
wy, ..., W,—_1 linear unabhingig sind, gibt es nach Induktionsannahme i1,...,, €
{1,...,n}, so dass {vi;i ¢ {i1,...,4r—1}} U {w1,...,w,_1} eine Basis von V ist.
Ferner gilt nach Induktionsannahme n > r — 1. Zum Beweis von n > r neh-
men wir an, dass n = r — 1 ist. Dann ist {wy,...,w,_1} eine Basis von V. An-
dererseits sind wy,...,w, linear unabhingig. Widerspruch zu (4.2.2). Also gilt
n > r. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass {i1,...,4.—1} = {1,...,r — 1} gilt.
Da {v;:i=7r,...,n} U{wy,...,w_1} eine Basis ist, gibt es A1,..., A, € K mit
w, = Z:;ll Aiw; + Y Av;. Da wi, ..., w, linear unabhingig sind, gibt es ein
i €{r,...,n} mit A\; # 0. Die Behauptung folgt nun aus (4.2.6).

4.2.8 Satz

Sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann gibt es ein n € Ny, so dass jede
Basis von V endlich ist und Lénge n hat.

Beweis

Da V endlich erzeugt ist, besitzt V nach (4.2.3) eine endliche Basis B. Sei B eine
zweite Basis, so ist B linear unabhéngig und aus (4.2.7) folgt fiir jede endliche Teil-
menge 1" von B |T'| < |B|. Somit ist B endlich, und es gilt [B| < |B|. Vertauschung
der Rollen von B und B in (4.2.7) liefert |B| < |B|.

Korollar

(4.2.8) erlaubt es, die Dimension eines endlich erzeugten Vektorraumes zu definieren.

Definition

Sei V' ein K-Vektorraum, B eine Basis von V. Dann heif3t

oo sonst

GV e {|B| falls B endlich

die DIMENSION von V.
Soll der Korper K besonders betont werden, so schreibt man auch dimg V.

Beispiele
(a) dim K" =n
(b) dim K[z] = o0
(c) dimg R = 1;dimg R = o0, da Q abz&hlbar ist, R aber nicht.

4.2.9 Lemma

Seien V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und U ein Untervektorraum von V.
Dann ist auch U endlich erzeugt, und es gilt dimU < dim V. Gilt dimU = dim V/,
so folgt U = V.

Beweis

Die erste Aussage folgt aus (4.2.2) und (4.2.5); die zweite aus (4.2.7) und die dritte
mit (4.2.2) ebenfalls aus (4.2.7).
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4.3 Summen von Vektorriaumen

Beispiel

n=s(y) o=x())

R2:(U1UU2):{.T:EIU1EUl/\El'U/QEUQ:x:u1+U2}

Definition

Sei V' ein K-Vektorraum, I eine beliebige Indexmenge und fiir jedes a € I sei
U, Untervektorraum von V. Die SUMME Zae ; Us der Untervektorrdume U, ist
definiert durch

Z Uy = {Z (€1 = uy € Uy) Aug # 0 fiir hochstens endlich viele a}
a€cl ael

> acr Ua heiit DIREKT, wenn fiir jedes a € I gilt:
Ue #{0} und U,n > Us={0}
Bel\{a}

Bezeichnung;:

.

acl

Bezeichnung

Ist I endlich, etwa I = {1,...,7}, so werden die Bezeichnungen U; + ...+ U, bzw.
Ui ®...% U, verwendet.

Bemerkung

ZUazspan{U Ua}

acl acl

4.3.1 Lemma

Seien V' ein K-Vektorraum und Uy, Us endlich - dimensionale Untervektorrdume
von V. Dann gilt:

dimU; +dim Uy = d1m(U1 + UQ) + d1m(U1 N UQ)

Beweis

Seien B o eine Basis von Uy NUs, By, By Basen von U; bzw. Uz mit By 2 C By, Ba.
(Solche Basen existieren nach (4.2.5)). Natiirlich erzeugen B; \ By 2, B2 \ B2 und
B 2 zusammen U; +Us. Die Behauptung folgt, wenn gezeigt ist, dass diese Vektoren
linear unabhéngig sind. Sei

ST daat Do Nb+ Y Aee=0

a€B1\B1,2 bEB1 2 c€B>2\B1 2
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Es gilt

vi= Z Aaa+2)\bb:— Z Aec =0

a€B1\B1,2 bEB1 2 c€B2\B1 2
also v € Uy, —v € Uy, somit v € U; NUsy. Es gibt also fiir jedes b € By 2 ein pp € K
mit v = ZbeBl , Hpb. Wegen (4.2.1) folgt A, = 0 fiir alle a € By \ By 2, sowie A, =0
fiir ¢ € By \ By,2. Somit folgt auch A\, = 0 fiir b € B 5.

4.3.2 Satz

Seien V' ein K-Vektorraum, I eine Indexmenge und fiir jedes o € I U, ein Un-
tervektorraum von V' mit U, # {0}. > ., Uy ist genau dann direkt, wenn sich
jeder von 0 verschiedene Vektor von ) _; U, auf genau eine Weise in der Form
Ug, + ...+ Uq, Mmit paarweise verschiedenen Indizes a;,...,®, € I und Vektoren
Ua,; € Uq, \ {0} (¢ =1,...,r) schreiben ldsst.

Beweis

Sei Y er Ua direkt und 7 uq, = >.;_; vp, zwei entsprechende Darstellungen.
Gilt a; ¢ {01,...,0s} fiirein ¢ € {1,...,7}, so folgt

0 # uq, :zs:vgj —iuaj €Uy, N Z U,
j=1 j=1

acl
i aa;

im Widerspruch zur Direktheit der Summe. Also folgt r = s und bei geeigneter
Numerierung o; = 3; fiir ¢ = 1,...,r. Daher gilt fir i =1,...,7

r

Ue; — Vo; = Z(UO‘J‘ —Uq;) € Uy, N Z U,
i aa;

also gilt uq, = va,-

Ist andererseits > ; Uy, nicht direkt, dann gibt es ein a € I mit

ael
UsN Y UsSua#0
Bel\{a}
Also gibt es r € N,f1,...,08, € I\ {a},Ug, € Ug, \ {0} fir ¢« = 1,...,r mit
Uq = Y ug,; das sind zwei verschiedene Darstellungen.
4.3.3 Bemerkung

Sei V ein K-Vektorraum und M C V mit M # () und 0 ¢ M. M ist genau dann
linear unabhéngig, wenn ), Kwv direkt ist. M ist genau dann eine Basis von V/,
wenn gilt V =@ ., Kv.

Beweis

Die Behauptungen folgen aus (4.2.1) und (4.3.2).

Definition

Seien V' ein K-Vektorraum und U, W Untervektorrdume von V. W heifit KOMPLE-
MENT von U, falls V. =U 4+ W und U N W = {0}.
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Beispiel

(a) V=K.U={():acK},Wi={():beK} W, ={(°):ce K}. W)
und Wy sind Komplemente von U.

(b) {0} ist Komplement von V in V.

4.3.4 Satz

Seien V ein K-Vektorraum und U ein Untervektorraum. Dann besitzt U ein Kom-
plement in V.

Beweis

Folgt aus (4.2.5) und (4.3.3).



Kapitel 5

Lineare Abbildungen und
Matrizen

Bereits frither haben wir das Losen eines linearen Gleichungssystems Az = b implizit
als Frage aufgefasst, ob der Vektor b € K™ als Bild Ax eines Vektors x € K"
dargestellt werden kann, d.h. wir haben implizit die Abbildung = — Az betrachtet.
Eine geometrische Interpretation dieser Abbildung fiir spezielle Matrizen wurde in
H15, H20 gegeben (Drehung, Spiegelung). Es zeigt sich, dass diese Abbildungen
gerade den »>Vektorraum-Homomorphismen< zwischen endlich - dimensionalen K-
Vektorrdaumen entsprechen.

5.1 Lineare Abbildungen

Definition

Seien K ein Korper und V, W K-Vektorrdume. Eine Abbildung F' : V' — W heif3t
LINEAR (oder (Vektorraum-)HOMOMORPHISMUS), wenn gilt:

(L1) u,v € V= F(u+v)=F(u)+ F(v)

(L2) ve VAXE K = F(M) = AF(v)

5.1.1 Bemerkung
Die Abbildung F': V — W ist genau dann linear, wenn gilt:
u,v EWANp €K = F(u+ pv) =AF(u) + pF(v)

Beweis trivial.

Beispiele

(a) Sei A € K™*". Die Abbildung Fa : K™ — K™, definiert durch Fy(z) = Az
ist linear.

(b) Die Abbildung F': K™*"™ — K™*™ gei definiert durch

(afij)z':l,...,m (g (aji)jzl,...,n
Jj=1,....,n i=1,...,m

Dann ist F' linear.

47
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(c¢) Seien V der R-Vektorraum der einmal stetig differenzierbaren Funktionen auf
einem (offenen) reellen Intervall I und W der R-Vektorraum der auf I stetigen
Funktionen. Dann ist die Abbildung F': V' — W, definiert durch F(f) = f'(=
£ f) linear.

(d) Analog zum obigen >Differentialoperator< ist (auf geeigneten Riumen) auch
der >Integraloperator« linear, denn

/M Af (@) + pg(x)de = A /M f(x)dz + p /M g(z)dx

Bezeichnung

Sei A € K™ ", Dann wird mit F aus Beispiel (b) F(A) als AT bezeichnet und die
TRANSPONIERTE von A genannt.

Definition

Sei F': V' — W linear. F' heifit (Vektorraum-)ISOMORPHISMUS, wenn F' bijektiv ist.
Ist V=W, so heifit FF ENDOMORPHISMUS.
Gilt V = W und ist F bijektiv, so heifit FF AUTOMORPHISMUS.

Beispiel

Die Transformation F4 : R? — R2, definiert durch z — Az mit A = 1 _11 ist li-
near. Ferner ist F' surjektiv, denn der Zeilenrang von A ist 2 (vgl. (2.2.1) und (4.2)).
F ist injektiv, denn Az = 0 hat nur die triviale Losung z = 0. Also ist F' ein Auto-
morphismus des R2. (vgl. (5.2.10)). Natiirlich gilt Az = z1(}) +22(7') = (f1ioe) =
(x1—x2) ((1)) +(z1+22) (2), d.h. die Koordinaten x eines Vektors beziiglich der Basis
(})7 (_11) werden in die Koordinaten des selben Vektors beziiglich der kanonischen
Basis (), (]) iiberfiihrt. Flq beschreibt also eine KOORDINATENTRANSFORMATION.

5.1.2 Lemma

Sei F': V — W linear. Dann gilt:
(1) TlENA’Ul,...,’UnGV/\)\h...,)\nEK:>F(Z?=1>\1"Ui):Zyzl)\iF(’Ui)

(ii) Sei I eine Indexmenge, v, € V fiir @ € I und (v4)aers linear abhingig. Dann
ist (F(Va))aer linear abhéngig in W.

(iii) Seien V Untervektorraum von V und W Untervektorraum von W. Dann sind

F (V) ein Untervektorraum von W und das Urbild
F'W)={v:iveVAF(v)eW}
ein Untervektorraum von V.
(iv) dim(F(V)) < dimV

(v) Ist F bijektiv, so ist die Umkehrabbildung F~1 : W — V linear.
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Beweis

(i) Folgt aus (5.1.1) durch vollstédndige Induktion.

(i) 25 Aivi =0 =70 =F(0) = F (3251, Mivi) = 272y AiF'(vi)

(iii) Wir tiberpriifen die Bedingungen von (4.1.3).
Wegen 0 € V gilt 0 = F(0) € F(V) # 0.
Seien wy,wy € F(v). Ferner seien vy,vy € V mit w; = F(v;) (i = 1,2). Dann
gilt wy + wy = F(v1) + F(v2) = F(v1 +v2) € F(V).
Seien A € K,w € F(V) und v € V mit w = F(v). Dann gilt Aw = A\F(v) =
F(\w) € F(V).
Somit ist F(V) Untervektorraum von W. Die zweite Aussage folgt analog.

(L2)

(iv) folgt aus (ii)

(v) Seien A\, Ay € K, wy,we € W und vy,vy € V mit w; = F(v;) (i =1,2). Dann
gilt v; = F~Yw;) (i = 1,2) und es folgt aus F(A\jv; + Aova) = A\ F(v1) +
Ao F(vg) = Awy + )\gwg durch Anwendung von F~1. F=Y(\jw; + daws) =
)\11}1 + )\2’02 )\1 (’LUl) + )\2 (UJQ)

5.1.3 Lemma

Seien U, V,W K-Vektorrdume und F : U — V,G : V — W linear. Dann ist auch
GoF :U — W linear.

Beweis
(G o F)(Mu1 + Aquz) = G(F(Aur + dauz) =
G\ F(u1) + A2F(ug)) = MG(F(u1)) + \oG(F(u2)) =
A (G o F)(ur) + A2(G o F)(uz)

5.1.4 Lemma

Seien V, W K-Vektorrdume, F,G : V — W linear und A € K. Dann sind auch FF+G
und AF linear.
Beweis trivial

Bezeichnung
Homg (V,W):={F:V — W : F ist linear}
Nullabbildung: 0

5.1.5 Korollar
Hompg (V, W) ist Untervektorraum von Abb(V, W).

Bezeichnung

Endg (V) := Homg (V, V) bezeichnet die Menge der Endomorphismen von V.

Bemerkung

Nach (5.1.5) ist End g (V') ein Untervektorraum von Abb(V, V'); nach (5.1.4) kénnen
wir auch noch die Komposition als Operation (Multiplikation) hinzunehmen, denn
F-G=FoGe€Endkg(V), wenn F,G € Endg (V) sind.
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5.1.6 Bemerkung

Sei V ein K-Vektorraum. Dann ist (Endg (V'), +,-) ein Ring.
Beweis trivial

5.2 Die Geometrie linearer Abbildungen und Glei-
chungssysteme

Definition

Sei F: V — W linear. Sei bild(F) := F(V) (das BiLD von F), fir w € W F~}(w) :=
{v:v eV AF(v)=w} die FASER von w und kern(F) := F~1(0) der KERN von F.
Hinweis

Nach (5.1.2(iii)) sind bild(F') und kern(F') Untervektorrdume von W bzw. V.

5.2.1 Bemerkung
Sei F': V. — W linear.
(i) F ist genau dann injektiv, wenn kern(F) = {0}.
(ii) Seien F' injektiv und vq,...,v, € V linear unabhingig. Dann sind auch
F(v1),...,F(v,) linear unabhéngig.
Beweis

(i) »=<: trivial
»<<: Selen vy,v9 € V und F(vy) = F(vg). Dann gilt F(v; —v2) = 0, d.h.
v1 — vg € kern(F).

(ii) 0= Z?:l )\zF(Uz) =F (Z?:l /\i'Ui) (__zg Z?:l AN, =0= X \1=...=),=0

Beispiele
o D30 o e

o bild(F4) =R(3)

e bild(Fg) = R?, da B Zeilenrang 2 hat.
o kern(Fy) = R(_ll)

1
e kern(Fp)=R | 1
-1

e Sei b € bild(F4). Dann gibt es ein A € R mit b = (%) und es gilt F~1(b) =
F‘l(Q;‘) = (?\) + kern(Fy), d.h. die Fasern von b unter F4 sind Geraden
parallel zum Kern von F4 (s. Abbildung 5.1).

e Analog sind auch fiir Fig die Fasern parallel zu kern(Fg).
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2. Komponente

.
NN
NN
O
NN
N
.

1. Komponente

kern(F »)

Abbildung 5.1: Geometrische Interpretation von Kern und Fasern von F4

Beobachtung

dim(kern F4) + dim(bild Fa) = dim(R?)
dim(kern Fg) 4 dim(bild F) = dim(R?)

In (5.2.7) werden wir sehen, dass das Spezialfille einer allgemeinen Dimensionsfor-
mel sind.

5.2.2 Hinweis
Sei F': V — W linear. Dann ist

Uriw= U F'w

weWw webild(F)

eine (disjunkte) Zerlegung von V' in Mengen der Form u + kern(F).

Beweis

Seien w € bild(F) und u,v € F~!(w). Dann gilt F(u) = F(v) = w, also v — u €
kern(F); somit gilt F~(w) C u + kern(F). Trivialerweise gilt auch >><, und es
folgt die Behauptung.

5.2.3 Korollar
Seien A € K™*" b e K™ y € K™ mit Ay = b. Dann gilt Los(A,b) = y+ Los(A4, 0).

Beweis

Sei F': K™ — K™ definiert durch F(z) = Az. Dann gilt Los(A,b) = F~1(b),
Los(A,0) = kern(F).
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Sprechweise

Die ALLGEMEINE Losung des (INHOMOGENEN) Gleichungssystems Az = b ergibt
sich als Summe einer (PARTIKULAREN) Losung und der allgemeinen Lésung des
HOMOGENEN Systems Ax = 0.

Aus (4.3.3) ergibt sich sofort der folgende Struktursatz:

5.2.4 Korollar

Unter den Voraussetzungen von (5.2.3) sei {ws,...,w,} eine Basis von Los(4,0).
Dann gilt Los(A,b) =y + Kwy + ... + Kws.

Offenbar spielen >Parallelverschiebungen< von Untervektorrdumen als Fasern, d.h
fiir die Losung linearer Gleichungssysteme eine besondere Rolle:

Definition

Seien V ein K-Vektorraum und X C V. X heifit AFFINER UNTERRAUM, falls es
einen Vektor v € V' und einen Untervektorraum U von V gibt mit X =v 4+ U.

5.2.5 Lemma

Seien V ein K-Vektorraum, U, U Untervektorrdume und v, o € V. Dann gilt v+ U =
1+U«U=UNv—-vcU.

Beweis

»><<: Seiu € U mit v—0 = u. Dann gilt v+ U = v4+u+U, da U Untervektorraum
ist.

s>=<:U=0—v+U. Wegen 0 € U ist v — v € U. Damit folgt U = U.

Zu einem gegebenen affinen Unterraum ist der zugehorige Untervektorraum U
(LINEARER Teilraum) eindeutig bestimmt, »der< TRANSLATIONSVEKTOR v aber
nur bis auf Summanden aus U.

Definition

Seien V' ein K-Vektorraum, v € V', U Untervektorraum und X = v + U. Dann sei
dim X :=dim U die DIMENSION von X.

Affine Teilrdume der Dimension 0, 1,2 bzw. (dim V')—1 (falls V endlich - dimensional
ist) heilen PUNKTE, GERADEN, EBENEN bzw. HYPEREBENEN.

5.2.6 Satz

Seien F' : V. — W linear und dimV < oo,v1,...,vs eine Basis von kern(F),
wy, ..., w, eine Basis von bild(F) und fiir i = 1,...,r u; € F~!(w;). Dann bil-
den vq,...,vs,u1,...,u, eine Basis von V.

Beweis

Sei v € V. Selen 1, ..., py € K mit F(w) = >"._, pjw;. Ferner sei v =Y ju;u;.
Dann gilt © € V, F(v) = Y.i_, piF(u;) = F(v), also v — v € kern(F). Es gibt
also A\i,...,As € Kmitv—o=>"_, \jv;. Somit v =>""_, prju; + > ;_; \v, d.h.
V =span{vy,...,vs, U1, ..., U}

Gilt andererseits > ;_; Ajv; + >0y pw; = 0, so folgt F(3°7_; Aoy + Y iy s =
S i (u) =30 piw; = 0, also pg = ... = p, = 0. Es folgt >0, \iv; = 0,
somit auch \; =... =\, =0.
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5.2.7 Korollar
Seien F': V — W linear, dim V' < oco. Dann gilt

dim V' = dim (bild F') + dim (kern F)

Bezeichnung
rang F' := dim (bild F') ist der RANG von F.

5.2.8 Korollar
Seien F': V — W linear, dimV < oo und w € bild(F'). Dann gilt

dim (F~"(w)) = dim V' — rang F¥

Beweis

Die Aussage folgt aus (5.2.2) und (5.2.6).

5.2.9 Korollar

Seien V, W endlich - dimensionale K-Vektorrdume. Dann existiert genau dann ein
Isomorphismus F' : V — W, wenn dimV = dim W.

Beweis

Sei F' ein Isomorphismus. Dann gilt W = bild F, kern F' = {0} und die Behauptung
folgt aus (5.2.7).

Gilt umgekehrt dim V' = dim W und sind vy, ...,v, bzw. wy,...,w, Basen von V
bzw. W, so ist durch F (3}, \iv;) := Y i, Adjw; ein Isomorphismus gegeben.
5.2.10 Korollar

Seien V, W endlich - dimensionale K-Vektorrdume, dmV =dimW und F : V — W
linear. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) F ist surjektiv.
(ii) F ist injektiv.
(iii) F ist bijektiv.

Beweis

Folgt unmittelbar aus (5.2.7) und (5.1.2).

5.2.11 Satz (Faktorisierung)

Seien V,W K-Vektorrdume, uy,...,u,,v1,...,0s eine Basis von V mit kern F' =
span {v,...,ve} und setze U := span {uq, ..., u,}. Dann gilt:

(i) V =U + kern(F); U und kern(F) sind Komplemente.
(ii) Die Einschréinkung F|y : U — bild(F') ist ein Isomorphismus.

(iii) Sei P:V — U die PROJEKTION P(u + v) := u fiir u € U,v € kern(F), so gilt
F=F|yoP.
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kew®) keo® .
SR )\a}\ N %a >
S e
\\\ \\\P(a) \\\ AN
0
Beispiel
Seien
2 2
A= <1 1),F(x)—Aac
Dann sind
. 2
bild(F) =R (1>
1
kern(F) =R (_1>
Wihle

ex(). on()

V =R?=U,; @ kern(F) = Uy ® kern(F)

i (0) = (3)

Fly, : Uy — bild(F) ist Isomorphismus

Es gilt dann

Weiter ist

Ebenso ist auch F|y, (i) = )\(;) ein Isomorphismus.

a= (Z;) = a=(a, + as) @ + (—as) (11> € Uy @ kern F

_ (™ _ 1 1 1 B 1
a= <a2) :>a—§(a1+a2) (1> +§(a1 az) <_1> € Uy @ kern F
Also:

Pi(a) = (a1 + az) (é)
Py(a) = %(cn +ap) G)

Fly, o Pi(a) = Fy, (al g@) = (22(21:62122)) = F(a)
Fly, o Py(a) = F(a)
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Also:

<FHHWDM—MHwﬂG>—H@

F~Y(F(a)) N Us = Py(a)

Bezeichnung
Die Umkehrabbildung (F|y) " : bild(F) — U heiBt SCHNITT.

Wir betrachten jetzt noch einmal die in (2.2) hergeleiteten (aber fiir beliebige K
korrekten) Parametrisierungen ® vor Losungsmengen linearer Gleichungssysteme.
Erinnerung

Aus (2.2.1): r = Zeilenrang von A = Zeilenrang von (A, b).

@A’b : Kn—”' N K’?’L

T
Lr41 :*
ol - | =] P
' LTr41
In .
T,
mit
I n
* 1 *
T, = a br—l — Z CLT_l_’j:L‘j — Z Ayp—1,5T5
r=lr=l j=r—l41 j=rt1
fir { = 0,...,7 — 1. (Beachte: Die Pivotelemente stehen 0.B.d.A. in den ersten r
Spalten.)

5.2.12 Hinweis

Dy0: K" " — Los(A4,0) ist ein Vektorraum - Isomorphismus.

Beweis

Die Linearitat folgt aus der expliziten Darstellung von 7, ..., z}, die Bijektivitit
aus den Ergebnissen von Kapitel 2.

Definition

Seien V, W K-Vektorrdume und ¢ : V — W. ¢ heiflt AFFIN, wenn es eine lineare
Abbildung F : V' — W und einen Vektor a € W gibt, so dass ¢(v) = a + F(v) fur
alle v € V. ¢ heifit auflerdem AFFINE TRANSFORMATION, wenn ¢ affin und F' ein
Isomorphismus ist.

5.2.13 Bemerkung

Dap: K77 — Los(A, b) ist eine affine Transformation.

Nach Kapitel 2 ist die Dimension von Los(A,b) genau n — r. Nach (5.2.7) gilt
n =dimV = rang F'4 + dim (L&s(A4,0)) = rang Fi4 +n — r und es ist rang Fy = r
(vgl. (4.2)).
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Ist eq,..., e, die kanonische Basis von K™ und bezeichnen a4, ...,a, die Spalten-
vektoren von A, so gilt

Ai /\iei = Zn: )\ZAel = i: /\iai
i=1 i=1 i=1

d.h. die Spaltenvektoren erzeugen bild F4. Nach (4.2.3) gibt es somit eine Basis von
bild Fl4, die aus Spaltenvektoren von A besteht. Nach (4.2.2) ist daher der SPAL-
TENRANG von A, d.h. die maximale Anzahl linear unabhéngiger Spaltenvektoren
gleich rang F'4. Wir haben somit bewiesen:

5.2.14 Satz
Seien A € K™*™ und F : K" — K™, definiert durch F'(z) = Az. Dann gilt:

Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A) = rang Fu

Bezeichnung

Im Folgenden bezeichnen wir Fy (oft) einfacher mit A, d.h. wir identifizieren die
Matrix A mit der durch sie induzierten Abbildung.

5.2.15 Korollar
Seien A € K™*" b € K™. Dann ist Los(A,b) # () genau dann, wenn rang(A4) =
rang(A,b) gilt.

Beweis

Folgt mit (5.2.14) aus (2.2.1).

5.2.16 Bemerkung

Seien A € K™*™ b € K™. Das Gleichungssystem Ax = b ist genau dann eindeutig
losbar, wenn rang(A) = rang(A4,b) = n gilt.

Beweis

Folgt aus (5.2.13), (5.2.14) und (5.2.15).

5.2.17 Korollar

Seien A € K™*" b € K™ und gelte rang(A) = n. Dann existiert die Umkehrabbil-
dung F;* von F4 und F~'(b) ist die eindeutig bestimmte Losung von Az = b.
Beweis

Folgt aus (5.2.16) und (5.2.10).

5.3 Lineare Abbildungen und Matrizen

Die Abbildung F;! aus (5.2.17) ist nach (5.1.2) linear. Wir zeigen, dass zu dieser
Abbildung selbst wieder eine Matrix gehort. Genauer kann jede lineare Abbildung
zwischen endlich - dimensionalen Vektorrdumen durch Matrizen dargestellt werden.
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Wi, ..

5.3.1 Satz

Seien V,W endlich - dimensionale K-Vektorrdume, r € N und vq,...,v, € V,
Lw. €W,
Sind vy, . .., v, linear unabhéngig, so existiert eine lineare Abbildung F': V —

(i)

W mit F(v;)) =w; firi=1,...,r.

(i) Ist {v1,...,v,} eine Basis von V, so gibt es genau eine lineare Abbildung
F:V — W geméf (i). Es gilt: bild(F) = span{wy, ..., w,}. F ist genau dann
injektiv, wenn wyq, ..., w, linear unabhingig sind.

Beweis

(i)

Analog zur Konstruktion im Beweis von (5.2.9) setzen wir

F (i )\/Ul) = i )\Z’LUz
i=1 i=1

Dann hat F' die gewiinschten Eigenschaften. Sei F eine weitere linear Abbil-
dung mit F(v;) = w; fiir i = 1,...,r. Dann folgt ebenfalls

F <i >\7,"Ui> = i )\ZF(Ul) = i )\iwi
i=1 i=1 i=1

dh. F=F.
Natiirlich gilt bild F C span {wy, ..., w,}. Ist andererseits w = Y _._, piw;, so
folgt

i=1 i=1 i=1

d.h. es gilt auch die umgekehrte Inklusion.
F ist genau dann injektiv, wenn kern F' = {0} ist (5.2.1). Aus (5.2.7) folgt

dim V' = dim (span{ws, ..., w,}) genau dann, wenn F' injektiv ist und es gilt
dim (span {w1, ..., w,}) = r genau dann, wenn wy, ..., w, linear unabhingig
sind.

Wir ergéinzen vy, . .., v, geméf (4.2.5) durch Hinzunahme von entsprechenden
Vektoren v,41,...,v, zu einer Basis von V und wihlen w41, ..., w, beliebig.

Die Aussage folgt aus (ii).

5.3.2 Korollar

Seien V ein K-Vektorraum und B = {v1,...,v,} eine Basis. Dann gibt es genau
einen Isomorphismus @5 : K™ — V mit ®p(e;) = vy fiir i =1,...,n (e; ist der i-te
Koordinatenvektor).

Bezeichnung

® 5 heifit KOORDINATENSYSTEM.
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Beispiele

v -m()(3)
o () C)or(() -3
pamni s ((2)) = (2) 52 () i = (2) i e =

2 -1\ (= .
(1 9 ) (xl) (vgl. Beispiel vor (5.1.2)).

(b) F: K™ — K™, setze F(e;) = aj,A = (a1,...,a,). Dann ist der Koordina-
tenvektor Az das Bild des Koordinatenvektors x unter F.

Da die linearen Abbildungen durch ihr Wirken auf eine Basis des Urbildraumes
bestimmt sind, kénnen sie durch Matrizen beschrieben werden.

5.3.3 Satz

Seien V, W K-Vektorrdume, By = {v1,...,v,} Basis von V, By = {wy,...,wn}
Basis von W und sei F' : V. — W linear. Dann gibt es genau eine Matrix A =
Mgv‘[//( ) = (aij)i= e € K™*™ mit folgender Eigenschaft:

Jj=1,..., n
Seien v € V,x1,...,Tn, Y1, ,Ym € K mit v = 2]21 x5, F(v) = Y | y;w; und
Z1 U1
setzex=| : |,y=] : |. Dann gilt Az =y.
Tn Ym
Beweis
Firi=1,...,m,j=1,...,nsei a;; € K, so dass

F(v;) :Zaijwi firj=1,...,n
i=1

Es folgt F(v) = >0 2;F(vy) = Y0 25 > im ajw; = 00 (Z?zl aijxj) wy,
also Ax = y.
Der Koordinatenvektor = von v in der Basis By wird durch A in den Koordina-
tenvektor von F(v) in der Basis By tiberfithrt. Nach (4.2.1) ist fiir jedes x Az
eindeutig. Wihlt man die kanonischen Basisvektoren in K™ und K™, so folgt die
Behauptung.

5.3.4 Satz

Unter den Voraussetzungen und mit den Bedinungen von (5.3.3) gilt: Die Abbildung
® = ®p, B, : Homg(V,W) — K™*" definiert durch F +— Ag;’v(F) ist ein
Vektorraum - Isomorphismus.

Beweis

Seien F, G € Homg (V, W), (a;;) bzw. (b;;) die nach (5.3.3) jeweis zugehorige Matrix

und A\, € K. Dann gilt (AF + uG)(v;) = AF(vj) + puG(v;) = A0, ajw; +

1Yoy bigwi = 330 (Naij 4 pbij)wi, also ist (Aag; + pbij)izi,...,m die (AF + uG)
j=1,....n

zugeordnete Matrix. Die Bijektivitét folgt aus (5.3.1).
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Bemerkung

(5.3.4) zeigt, dass nach Festlegung von Basen By, By lineare Abbildungen und Ma-
trizen identifiziert werden kénnen. Unterschiedliche Basen fiihren aber bei gleicher
Abbildung i.a. zu verschiedenen Matrizen und umgekehrt.

Fragen
(1) Wie dndert sich M gv‘/v (F) bei Ubergang zu anderen Basen?

(2) Kann man Basen By, By so wihlen, dass die Matrix Mgv‘; (F) besonders
>einfach< wird?

Beispiel

Wie sieht eigentlich M gv‘:/ (F) aus, wenn die Basen aus (5.2.6) gewéhlt werden?
Seien vq,...,v,_, Basis von kern F', w1, ..., w, Basis von bild F und fiir¢ = 1,...,r
sei u; € F~Y(w;). Es ist By = {u1,...,ur,v1,...,05—r}. Es gilt also F(u;) = w,
fir j=1,...,r, F(v;) =0 fir alle j = 1,...,n — r. Wir ergénzen wy,...,w, zu

einer Basis By von W. Dann hat Mgv‘; die Gestalt

1 0 ... 0 0 ... 0
0 1
0
0 0 1 0
0 0 0
1 0
ist also von der Form (Ié% 8) , wobeil I = . die r X r - Einheitsmatrix
0 1

und 0 Nullmatrizen bezeichnet. Diese Darstellung spiegelt auch die Strukturaussa-
gen von (5.2.11) wieder.

Wenn wir also die volle Freiheit bei der Wahl der Basen haben, so kann man die zu
einer linearen Abbildung gehtrende Matrix sehr einfach machen. Betrachtet man
Endomorphismen F' : V. — V und verlangt, dass die im Urbild- und Bildraum
gewihlten Basen iibereinstimmen, so kann man i.a. keine so einfache Gestalt erwar-
ten. Andererseits enthélt die Matrix »mehr Informationen< iiber F.

Beispiel
V =R? =span{ey,ea}, Fe1) = ey + e, Fez) = —ep + 2es.
Zugehorige Matrix: 411 _21>

Seien v; = (1) Vg = (?) und By = {v1,v2}. Dann gilt F(v1) = (2), F(vg) =

-1
( 9 ) = —v1 + 3vs.

Die beziiglich By (im Urbild- und Bildraum) zugehorige Matrix ist <g _31>

Wieso ist der Koeffizient aq; gleich 07
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5.3.5 Bemerkung

Seien V' ein K-Vektorraum, vq,...,v, eine Basis, F : V — V linear und A =
(@ij)ij=1,...n die zugehorige Matrix. Dann gilt azy = ... = a,1 = 0 genau dann,
wenn F(v1) = ajjvy ist.

Beweis

Gilt F(v1) = ajiv1, so ist der erste Spaltenvektor von A nach (5.3.3) gerade
1

0
a1 | . |. Hat andererseits der erste Spaltenvektor diese Gestalt, so folgt F(v1) =

0
n
Yo anv; = ajvs.
Definition

Seien V ein K-Vektorraum, A € K, F € Endg (V). A heifit EIGENWERT von F, wenn
es ein v € V' \ {0} gibt mit F'(v) = Av. Jeder solche Vektor v heifit EIGENVEKTOR
von F' (zum Eigenwert \).

Beachte
A ist beliebig, aber v # 0, da F(0) = 0 keine »neue Strukturaussage< ist.

Hinweis

Da fiir Eigenvektoren v # 0 vorausgesetzt ist, gibt es eine Basis von V', die einen
gegebenen Eigenvektor enthélt; wir konnen also die Situation von (5.3.5) erreichen.

Bemerkung

Ist v ein Eigenvektor und der zugehérige Eigenwert A # 0, so gilt F' (span{v}) =
span {v}, d.h. F ldsst die Gerade Kv invariant. Auf Kv wirkt F lediglich als Stre-
ckung oder Stauchung bzw. Spiegelung.

Fragen

(1) Wann besitzt ein Endomorphismus Eigenwerte?

(2) Welche Endomorphismen sind »diagonalisierbar<, kénnen also in die Form

A1 0
) gebracht werden?
0 An
Das gilt nach (5.3.3) offenbar genau dann, wenn es eine Basis aus Eigenvek-
toren gibt.

(3) Wie kann man Eigenwerte (und Eigenvektoren) bestimmen? (Av = A\v: Glei-
chungssystem in v, A; nicht linear)

Diese Fragen werden in Kapitel 7 diskutiert, in Kapitel 6 werden wesentliche Hilfs-
mittel zur Verfiigung gestellt.

Im Folgenden: Was geschieht bei Komposition linearer Abbildungen mit den
zugehorigen Matrizen und was bei Bildung der Umkehrfunktion?
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5.3.6 Satz

Seien U,V,W K-Vektorrdume mit Basen By = {u1,...,u.},By = {v1,...,0.},
Bw ={wy,...,w}, F: U — V,G:V — W linear, A = (ax;)g=1,.... = Mp"(F),
Jj=1,...r

t =MEY(G)und C = MSY(G o F). Dann ist C = (c;) € K7

B = (bir)i=1,..,
k=1,...,s
und es gilt
S
Cij = Z bikak;
k=1
Beweis

Nach (5.3.3) sind die Koeffizienten ¢1;, ..., ¢;; die Koordinaten von (G o F')(u;) fiir
j=1,...,r,dh C e K>,
Nach Voraussetzung gilt:

F(u;) = Zakﬂ)k G=1,...,7r)
k=1

G(uog) = Zbikwi (k=1,...,s)
i=1

Somit gilt fir j =1,...,7:

s t t s
(GoF)(uy) =Y arj Y biw; = Z( bika’”’)“’i
k=1 i=1 k=1

=1

Cij

und es folgt die Behauptung.

Beachte

Dieses entspricht fiir 2 x 2 - Matrizen genau der Matrix-Multiplikation aus (1.2).

Definition

Seien r,s,t € N. Dann sei - : K'X% x K5*" — K®*" definiert durch B-A = C, wobei
A= (akj) € K**" B = (bzk) € K™ und C = (Cij) € K™ mit Cij = 22:1 bikakj
firi=1,...,t,j=1,...,r.

Beachte

Bei der Matrix-Multiplikation B - A muss die Spaltenanzahl von B mit der Zeilen-
anzahl von A iibereinstimmen.

Beispiel

(6 1 15
94 7

O~ = W N
O = O O
O = J O O
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Bemerkung

Di