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预备知识

• 概率（加法、乘法、条件概率、i.i.d.、多维随机
变量、高斯分布、贝叶斯、Maximum log-

likelihood）

• 求导（偏导、向量求导、矩阵求导、拉格朗日乘
法）
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问题的来源

• 给定一些观察数据x, 假设x符合如下的混合高斯分
布

我们要求混合高斯分布的三组参数
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问题图示
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简化的问题

• 该混合高斯分布一共有k个分布，并且对于每一个
观察到的x，如果我们同时还知道它是属于k中哪
一个分布的，则求各个参数并不是件难事

• 比如用z来表示每一个高斯分布，那么我们的观察
集不仅仅是{x1, x2, x3… },而是{(x1, z2), (x2, z3), (x3,

z1)… }
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简化问题的图示
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实际问题

• 而现实往往是：

我们不知道每个x属于哪个分布，也就是说z是我
们观察不到的，z是隐藏变量(latent variable)
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引入两个概率
• p(x)                                    p(x,z)
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隐藏变量Z

• 为了将k个高斯分布用一个随机变量表示

• 可以采用1-of-K的表示法，例如k=3时：

• z1=1表示(1 0 0), 并p(z1=1)=π1, 

• z2=1表示(0 1 0), 并p(z2=1)=π2,

• z3=1表示(0 0 1), 并p(z3=1)=π3

• 于是

• 这里的粗体z表示的是形如(1 0 0)这样的向量
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隐藏变量与混合高斯分布

• 将Z引入后

• 最终得到
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约定

对于观察集{X}中的各个观察值xi, 我们认为相互之
间独立。特别的，如果x1， x5， x9来自于同一高斯
分布，我们认为他们满足i.i.d.(独立同分布)
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再看简化的问题

• 前面说过，在简化问题中我们观察到的是{X,Z}，
因此根据以下两个式子

• 可以得到

N是数据集X的大小
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两个问题的比较

• 回忆我们的最终目标是：找一组合适的π,μ,Σ，满
足数据集{X}的分布。

• 即：maximum log-likelihood 

• 对原始问题，我们要找π,μ,Σ，使下式最大

• 对简化问题，同样要找π,μ,Σ，使下式最大

Znk表示Zn的第k个元素
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计算复杂度

• 后者的ln直接作用于正态分布，使正态分布由乘
的e指数形式变为加的简单形式
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简化问题的计算1

• 为了最大化上式，由于Znk已知，我们可以把上式
按观察到的(x,z) 分为k组：
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由于这k组分布相互独立，我们只需要分别最大化每一组Σ
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简化问题的计算2

• 而最大化

实际变成一个单高斯分布最大化参数的问题，因为：

• 其中X是所有属于第k个分布的观察值

• n是指有多少个观察值属于第k个分布
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简化问题的计算3——计算单一高斯分布
的参数

• 先对求μ偏导（此处用到 ）

• 令上式等于0则，

• 同理可得

a
x

xa

x

ax TT









 )()(

2008/10/20

17

Xiao Han



简化问题的结论
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关于参数π

• 由于要使 达到最大，同时参数π

必须满足 ，运用拉格朗日乘法可得

),,|,(ln  ZXp
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实际问题

• 至此我们已经解决了简化问题的参数求解。但是，
实际上我们往往不知道Znk，即Z往往是隐藏变量。
也就无法运用前面简化问题的算法

• 虽然不知道Znk，但是我们可以用它的期望E[Znk]

去估计Znk
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Znk的期望估计1

• 根据前面提到的这两个公式，及贝叶斯公式

• 可以得到Z的后验概率
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Znk的期望估计2
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用E(Znk)代替Znk
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• 代入简化问题中的 ),,|,(ln  ZXp

现在我们要使该式最大，也就是期望值最大
(Expectation Maximum-EM )



简化问题->实际问题
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迭代

• 注意实际问题与简化问题的不同，我们在用期望
E[Znk]去估计Znk，因此我们需要不断的根据后验概
率 去更新E[Znk]

初始化一组π,μ,Σ

计算E[Znk]

计算π,μ,Σ

EM algorithm ),,|,(ln  ZXp

已经达到最大
化

Start

End
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问题的解决
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为什么要用 去求E[Z]?

• Q:我们的目标是用E[Z]去估计隐藏变量Z，那么我
们是否可以随便假设一个分布p(Z)，就用它去计
算E[Z]呢，为什么非要用 呢？

• A:可以的，但随便假设一个分布不是最优的方案，
它可能会使EM算法的迭代次数大大增加。直觉上
讲，我们拥有一定知识(比如X, π,μ,Σ)后的推断Z

会准确些。我们稍后会给出严格的却不晦涩的证
明。
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一般化的EM算法

• 令X为所有的观察变量

• 令Z为所有的隐藏变量

• Θ为所有的参数

• 我们的目的是要最大化ln p(X| Θ),并求出此时的参
数Θ

• 并且，我们引入q(Z)来描述隐藏变量的分布

1)( 
Z

Zq
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拆分ln p(X| Θ)

• 等式两边同乘以q(Z),并对Z求和

• 由于Z与p(X| Θ)独立且 于是，
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引入两个函数

• 写作

• 其中：
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KL-divergence

• Kullback–Leibler divergence (also information 

divergence, information gain, or relative entropy)

• KL距离、信息散度、信息增益、相对熵、交叉熵

• 表示两个概率分布之间差异程度

• 性质
▫ KL(q||p)≠ KL(p||q)

▫ KL(q||p)≥0, 等号在p=q时成立

▫ 虽然是“距离”但不满足三角不等式
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图示

L(q, Θ)是ln p(X| Θ)的下界
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E-step

• 假设当前的参数为Θold，则E-step可以被描述为:固
定Θold找一个分布q(Z),使得L(q, Θold)最大。

• 由于ln p(X| Θold)与Z无关，则使L(q, Θold)最大即:使
KL(q||p)最小(=0)，也就是说q(Z)=p(Z|X, Θold)
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• A: 容易看出选这个分布可以使KL(q||p)=0
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为什么要用 去求E[Z]?



M-Step
• M-step可以被描述为:固定q(Z) 找一个组参数Θnew,

使得L(q, Θnew)最大

• 的增大可能来自于两部分: L(q, Θnew)和KL(q||p)（因为此

时p(Z|X, Θnew)而q(Z|X , Θold),p ≠ q所以KL(q||p) ≥0 ）

)|(ln Xp
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EM 算法

固定Θold找一个分布q(Z),使得L(q, Θold)最大

固定q(Z) 找一个组参数Θnew,使得L(q, Θnew)最大

初始化参数
收敛
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对于最大化目标的解释

• Q:既然要最大化p(X| Θ)，为什么不直接最大化ln

p(X| Θ)

• A: 正如前面混合高斯分布的引例中看到的，直接
最大化ln p(X| Θ)(比如利用求导的方法)往往是件
困难/复杂的事情
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对于最大化目标的解释

• Q1:怎么想到要将ln p(X| Θ) 拆成这样两项的？
Q2:为什么要最大化L(q, Θ)？

• A: 如前所述求ln p(X| Θ)的最大值是件困难的事情，
我们想能不能通过逐步提升 ln p(X| Θ)的下界，即
L(q, Θ) ，来找到ln p(X| Θ)的最大值。因为L(q, Θ) 

是比较容易求最大值的。
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*对于“提高下界”的说明
• Q:“提高下界”找最大值的方法比较抽象，如何理解？
• A: 好比我们为一个建筑照相，我们需要找到一个最佳的
照相模式，使得照片的效果最好，可是这个模式我们是
不知道的。

• 但是我们知道：照相模式由两部分组成：1.照相人所站
的位置， 2. 照相机的参数。

a. 我们拿着相机随便站在一个地方
• b. 先固定住照相机的参数，找一个照相的位置，使得照相效果最好(相当

于我们提升了照相效果的下界)

• c. 再在找到的位置上，调整照相机的参数，使得照相效果更好

• 重复b,c两个过程，我们就可以找到最佳的照相模式
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对于最大化目标的解释

• Q:混合高斯分布的例子中，我们一直在最大化ln p(X,Z| Θ)，
在EM一般性描述中我们却一直在最大化一个L(q, Θ)函数，
这个怎么解释呢？

• A:根据定义

• 在E-step后，我们将q(Z)=p(Z|X, Θold)代入上式，可得

• 注意到M-step是固定q(Z)=p(Z|X, Θold)，寻找Θnew，因此红线

处在M-Step中都是常数。因此，最大化L(q, Θ)，就是在最
大化ln p(X,Z| Θ)
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对于最大化目标的解释
• Q:我们可不可以利用EM算法最大化ln p(Θ| X)

• A:可以。但是我们需要先验概率p(Θ)

• E-step时，ln p(Θ)和ln p(X)均为常数，因此我们做同样的
处理：固定Θold找一个分布q(Z),使得L(q, Θold)最大

• M-step时，固定q(Z) 找一个组参数Θnew,使得L(q, Θnew) +ln

p(Θ new)最大。
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Thinking in EM

• K-means：一种使用EM思想求混合“高斯分布”
参数方法，却往往被简单描述成“一种聚类方法”

• K-means忽略了高斯分布的方差影响

• K-means被用在图像压缩，Image Segmentation
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简化的高斯混合模型

• 在这里，我们仍然认为观察到的数据符合以下混
合高斯模型

• 但此时，我们认为这k个高斯分布的协方差矩阵是
相等的，均记做ϵI，其中ϵ为已知的常数，I单位矩
阵。

• 我们需要求的参数只有π,μ
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简化的高斯混合模型

• 代入Σk= ϵI 可得

• 和在简化问题中一样，目的找一组参数（ π,μ ）
使得下式最大
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简化的期望E[Z]

• 由于Z是隐藏变量，我们需要用E[Z]去估计Z的值

• 正如ppt第22页中推导E[Z]的方法，只不过在最后
我们可以写出一个更简单的式子
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ԑ趋于0时

• 可以想象，对于一个xn，我们遍历所有的μj，只有
对于那些使得 也趋于0的项，

才有值，其余的都为0
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E[Znk]的进一步简化
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在此再做一个转化，使得E[Znk]进一步简化

对于一个xn，遍历所有的μj，找使得 趋于0的项
2

jnx 

对于一个xn，遍历所有的μj，找使得 最小的项
2

jnx 

最终的E[Znk]可以被简化为



K-means的EM方法

• 得到E[Znk]之后，代入ppt24页各式中，但这次，
我们不用再估计Σk了

• 由ppt15-17页各式，得到此时的最大化目标为
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K-means的步骤图示
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使用K-means算法进行Image 

Segmentation
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FAQ
Thanks!
Please contact me when you find mistakes in the slides.

artex.xh@gmail.com
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