Tobias Schamel Lineare Algebra

Lineare Algebra

1: Matrizen

1.1 - Definitionen

Was sind Matrizen?

Seienm,n € N, - eine m X n Matrix ist eine ,rechteckige Anordnung” mita; ; € K (Kérper).

iy 12 --- Aip
A= | %1
Api Opo oo Ay,
{1,..m}x{l1,...n} - K Formale Darstellung als Funktion

Was sind Zeilen- und Spaltenvektoren?
- Menge aller m X n Matrizen: K"™*"

- Zeilenvektor: 1 X n Matrix

- Spaltenvektor: m X 1 Matrix

Was sind Skalare?

Elemente des Korpers K, spricht einzelne Zahlen in Zahlenmengen

Nullmatrix
o ... 0
o= --- -
O ... 0
Einheitsmatrix

100
L=(01 0
00 1

1.2 - Eigenschaften

Quadratische Matrix
Matrizen mit A € K™*" : m = n nennt man quadratisch

Transponierte Matrix
FirA =(q,;;) € K™ st AT = (a;,) € K™ die transponierte Matrix

<123>T:;f5l
+56) 7|50

Symmetrische Matrix
Quadratische Matrizen mit A = AT
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1.3 - Beispiele

Ebenen
Analog zu Koordinatensystemen bzw. Angabe Koordinaten

R?={(})Ix.y €R]
Distanzmatrix
Seien S, ..., S, Stédte und d; ; die Entfernung zwischen §; und S;, dannist D = (d, ;) € R™"
(meist) symmetrisch.

Weblink-Matrix
1 falls p; einen Link auf P, enthalt

Seien Py, ..., P, Seiten des Internets, w; ; = {0 sonst

J

Transitionsmatrix

Wahrscheinlichkeit, von i nach j zu kommen, wird in Transitionsmatrix angegeben (Pi’j)

1.4 - Operationen auf Matrizen

Summe zweier Matrizen
Komponentenweise Addition
Xn . — . — X
A,BEK™":A+B=c¢;;:¢;=a;;+b ;€K™
Produkt zweier Matrizen
Nicht komponentweise Multiplikation

n
X xl . — . — Xl
k=1

Produkt einer Matrix mit einem Skalar
Komponentenweise Muptiplikation
AeK™" s€K:A-s=c¢;:¢c;=a;;-5s €K™
Gruppen
- (K™, +)ist eine abelsche Gruppe
- (K™ .)ist ein Ring mit Eins (nicht kommutativ)
A - B = B - Aist falsch - nicht kommutativ

Regeln Addition und Multiplikation mit Skalaren
FiralleA,B € K™ unds,s’ € K
s-(A+B)=s-A+S-B
s+s) - A=s-A+s-A
s-(s"-A)y=(s-s)-A
1-A=A
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Regeln Addition und Multiplikation mit Matrizen
Seien A, B, C Matrizen, s.d. jeweils die gebildeten Summen und Produkte definiert sind (s.o.)
(A-B)-C=A-(B-C)
A-B+C)=A-B+A-C
(A+B)-C=A-C+B-C
I,-A=A,I,-B=B

2: Lineare Gleichungssysteme

2.1 - Definitonen

Was sind Lineare Gleichungssysteme?
Lineare Gleichungssysteme (LGS) sind Gleichungen der FormA-x =b : A € K™",b € K"

Was ist eine Losungsmenge?
Die Lésungsmenge (L) ist die Menge aller x € K", die die Gleichung erfillen, Bsp:

1
|]_={< b ),beK}
2b -1

Homogene und Inhomogene LGS

0
_ homogen:{ --- | =b
0

- inhomogen sind alle nicht homogenen LGS

Was ist eine erweiterte Koeffizientenmatrix?
- A ist die Koeffizientenmatrix
- (A|b) € K™D st die erweiterte Koeffizientenmatrix
> durch hinzufligen des Vektors b als (n + 1)-te Spalte an A (bei homogenen LGS nicht nétig)

Was ist der Rang einer Matrix?

- Eingabematrix: A € K™*"

- Matrix in Zeilenstufenform: A’ € K™*",

- Rangvon A: Anzahl r der Zeilen von A’, die mindestens einen Eintrag # 0 haben
r =rg(a) = rk(a) = Rang(a)
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2.2 - LGS |é6sen

Elementare Zeilenoperationen
l. Vertauschen zweier Zeilen

ll. Multiplizieren einer Zeile mit einem Skalar s € K\{0}
lll. Addieren des s-fachen einer Zeile zu einer anderes, wobeis € K

(strenge) Zeilenstufenform

SeiA € K™

A ist in Zeilenstufenform, falls gilt:

a) Beginnt eine Zeile mit k Nullen, so stehen unter diesen Nullen lauter weitere Nullen.

b) Unter dem ersten Eintrag # 0 jeder Zeile (falls nicht nur aus Nullen) stehen lauter Nullen.
A istin strenger Zeilenstufenform, falls zusatzlich gilt:

c) Uber dem ersten Eintrag # 0 jeder Zeile (falls nicht nur aus Nullen) stehen lauter Nullen.

GauB-Algorithmus
Eingabe: Matrix A € K"™*"
Ausgabe: Matrix B € K™*" in (strenger) Zeilenstufenform

1) Setze B := A.

2) B sei bis Zeile rin Zeilenstufenform (r = 0 ist moglich)

3) Falls r = m(Zeilenstufenform erreicht), gehe zu Schritt 8

4) Suche den weitesten link stehenden Eintrag # 0 von B unter Zeile r (eventuell unspezifisch)
5) Bringe den Eintrag mit Zeilenoperation | in die (r + 1)-te Zeile

6) Erzeuge unterhalb des Eintrages lauter Nullen - wende Zeilenoperationen Il. und lll. an

7) Gehe zu Schritt 2

8) Bringe B mit Zeilenoperation lll. auf strenge Zeilenstufenform

Auslesen der Zeilenstufenform

Eingabe: LGSA-x =b: A € K™, b € K™ (d.h. m Gleichungen mit n unbekannten)

Ausgabe: L

1) Erweiterte Koeffizientenmatrix (A | b) € K™ in strenge Zeilenstufenform bringen

2) rist Anzahl der Zeilen, die mindestens einen Eintrag # 0 haben.
Firi = 1,...,rseij; € {1,...,n + 1} die Position (=Spalte), in der der erste Eintrag # 0in der
i-ten Zeile steht

3) Fallsj, =n +1,ist das LGS unlésbar (L = @)

4) Sonstseienky,...,k,_,die Zahlenin {1.,...,n}, die nichtj; sind (Zahlen, die frei gewahlt weren
mussen) {1,...a}\{j;,....j.} =k, ... k,_,}

5) Die Lésungsmenge ist L = {... nicht wichtig

Méogliche Lésungsmengen

1) Unlosbarkeit (siehe 3. oben): L = @

2) Eindeutige Losbarkeit: |[L|=1&r =n, j.=n
> notwendige Bedingung: mindestens so viele Gleichungen wie Unbekannte

3) Uneindeutige Losbarkeit: |L| > 1< r > n, j. #n + 1, die Losungsmenge hatdannn —r
freie Parameter. Falls K undendlich viele Elemente hat (Standardfall) — |L| = o

4
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3: Vektorraume

3.1 - Definitonen

Was ist ein Vektorraum?
Ein Vektorraum ist eine Menge V zusammen mit zwei Abbildungen, deren Elemente man
Vektoren nennt.

H:VXV-o>V @y,w)»vEHwund [J: VXV->V, (v,w) > v[dw

Geltende Axiome fir Vektorraume
1) Vist mit [ als Operator eine abelsche Gruppe.
VaeK,VvwweV:.al[JvEHW =al-lJvBEHa[[]w*

)
)
) Ya,be K, YveV:(a+b)[dv=alJvEHD[]V*
)
)

AW N

Va,be K, YveV:(a-bD[Jv=aldJb[]v)
YwweV:v[l=v
* (es gilt: Punkt vor Strich)

ul

Was ist ein n-dimensionaler Standardraum?
Kmxn.mzl_)len_)Kn

Was ist ein Nullraum?
V = {0}

Was ist ein Untervektorraum?

Ein Untervektorraum ist eine Teilmenge U C V falls gilt:

1 U#D

2) Abgeschlossenheittvw e U > vHweUundveU,aeK—-alJveU
- Jeder Unterraum enthalt den Nullvektor

- Vereinigung zweier Untervektorrdume ist im allgemeinen kein Untervektorraum

Was sind Erzeugte Vektorraume?
Sei V ein K-Vektorraum und § C V (S ist nicht zwingend Unterraum).
M = {U CV|Uistein Unterraumund S C U}

(§):= ﬂ U von S erzeugter/aufgespannter Unterraum

ve
Der von § erzeugte Unterraum ist die Menge aller Linearkombinationen von §

(§) = {v € V|vist Linearkombination von S}

3.2 - Rechenregeln

Propositionen

Falls gilt: Va € K, Vv € V, Vist K-Vektorraum
a-0=0und0-v=10
(—a)-v=a-(-v)=-(a-v)

a~v=6>—>a=00derv= 0
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Seien V ein K-Vektorraum und U,, U, C V Unterraume, dann gilt
U+U,={v+wlveU,welU)} CV Summenraum
MEG|M=(x:xCV}: (JUCV

Ue.

Vereinigung von Untervektorrdumen
Sei V ein K-Vektorraum, U, und U, Unterrdume (von V)und S := U, U U,, dann gilt (S) = U, + U,

3.3 - Beispiele

Untervektorraum

- Jede Gerade durch den Nullpunkt ist ein Vektorraum (im V = R?)

- Lésungsmenge eines LGSA-x =0: A € K™" C K"
L=U={xeK"|A-x=0}CK
0eU->U#@ X, % €U —-Ax =0, Ax,=0->x,+x, €U

4: Linearkombinationen

4.1 - Definitionen

Was sind Linearkombinationen?
Ein Vektor v € V heiBt Linearkombination von v, ...,v, € V, falls es Skalare
a,...,a, € K:v=ayv +...4+a,v,gbt.

Lineare Abhangigkeit

Vektoren vy, ..., v, € V heiBBen linear unabhangig, falls gilt:
av;+...+a,y,=0-a =...=a,=0

Falls 3a : a # 0, sind die Vektoren linear abhangig

4.2 - Rechenregeln

Proposition
Seien A, A’ € K™ " (A’ist durch elementare Zeilenumformungen aus A hervorgegangen), dann
erzeugen die Zeilen von A und A’ denselben Unterraum € K"

Rang & Lineare Abhangigkeit
Vl,...,V,sind linear unabhangig <= rg(A) =n
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5: Basen

5.1 - Definitionen

Was ist eine Basis?

Basen mussen folgende Eigenschaften erfillen

- Maximal linear unabhangige Teilmenge
> fligt man einen weiteren Vektor hinzu, wird die Menge linear abhangig
> §ist linear unabhangig, S U {v} : Vv € V\S — linear abhangig

- Minimales Erzeugendensystem
> Minimale Anzahl von Vektoren, die ein Erzeugendensystem bilden
>V =(S)aberS\{v}:v €S — kein Erzeugendensystem

Dimension
Die Dimension ist die Anzahl der Elemente einer Basis, K" hat per Definition die Dimension n.

5.2 - Rechenregeln

Dimension & LGS
A-x=0:A€ K™ > dim(L)=n—-rg(A)
rg(A) : A € K™" = von Zeilen aufgespannter Unterraum &€ K'x"

Eigenschaften von Basen

Seien V,,...,v, € Vdisjunktund § = {v,...,v,}

- SistBasis von V <= dim(V) und S ist linear unabhéngig <= dim(V) =nund V = (S)
- Fallsn < dim(V) - V #(S)

- Fallsn > dim(V) — Sist linear abhangig

Basiserganzung
Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, Sei S C V eine linear unabhangige Teilmenge
Es gilt: Es gibt eine Basis Bvon V : § C B, B ist Basiserganzung zu S

Kardinalitat & Dimension

Sei V ein K-Vektorraum, U C V ein Untervektorraum, dann gilt
- dim(V) <dim(U)

- Fallsdim(U)=dim(V)<oco->U=V
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6: Lineare Codes

6.1 - Definitionen

Was sind Lineare Codes?
Lineare Codes werden zum ,codieren’ von Nachrichten verwendet und ermoglichen das
identifizieren von Fehlern bei der Ubertragung

Sonstige Begrifflichkeiten
- Informationswort: die zu versendende Nachricht im uncodierten Zustand. (xi, ... ,xk)T e K¥

- Codewort: das codierte Informationswort - also das, was versendet wird. (¢, .. .,c,)! € K"
- Generatormatrix: ergibt multipliziert mit dem Informationswort das Codewort. G € K™%

Die Spalten der Generatormatrix missen linear unabhangig sein. — rg(G) =dim(C) =k
(creere )l =G (xpy.n o, x)T

Eigenschaften eines Linearen Codes

Ein linearer Code ist ein Unterraum C € K". Mitk := dim(C) bezeichnen wir C auch als einen
(n, k)-Code.

- Lange (von C, des Codewortes): n

- Informationsrate: k/n

- Redundanz:n —k

- Lange (des Informationswortes): k

Hamming Gewicht
w):=|{ie{l,..n}:¢#0}|:c=(c...,c,) €K" intuitiv: zdhle € #0

Hamming Abstand

Hamming Abstand zwischen zwei Vektoren, inutuitiv: nétige Bitflips
dc,c)i=wc=c)=|{ie{l,..n}:c#c}|:c,c’eK"

Hamming Abstand einer Menge, intuitiv: minimaler Hamming Abstand
d(C) :=min{d(c,c’):c,c' € C,c #c'} : C C K"
|C|<1—-dC)=n+1
Cistein Unterraum — d(C) =min{w(c):c € C\{0}}

6.2 - Anwendung

Menge der Codewdérter
C:={G (xp....x) | (xpp....x) € K"} CK"
={G -x|x € K¢} C K"

Fehlerkorrigierung
- Fallsd(C)=2e + 1 — Ciste-fehlerkorrigierend
- Falls d(C) =2e + 2 — Cist e-fehlerkorrigierend und (e + 1)-fehlerekennend

8
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Daten Senden
- gegeben:x € KX, G € K™

berechne:¢c =G - x

- sende: ¢

Daten Empfangen

1.

empfange: ¢’ € K"
Fall: ¢’ e C C K"
>3dx ek :G-x=¢
> Annahme: Es gab keine Ubertragungsfehler, ¢’ = ¢ und damit ist x € K* das Info.wort.
Fall: ¢’ ¢ C C K"
>-Ix€K:G-x=¢
> Annahme: Es gab mindestens einen Ubertragungsfehler, ¢’ # ¢
> |dee: Suche ¢” € C, dass so wenig wie mdglich von ¢’ abweicht

Generatormatrix & Parity-Check-Matrix

G =, A" : Ae Kbk
P :=(-All,_) € K"
P-G=0
P.c=0=ceC

Dekodierung mit Parity-Check-Matrix

Falls P - ¢’ # 0, ist sicher ein Fehler aufgetreten und man suchtf € F,
{ffeK":P-f'=P-(c+f")=P-c'} =F,fistFehlervektor: f :=¢"—c € K"
Das gesuchte f € F hat minimales Hamminggewicht
Falls es ein eindeutiges f'gibt, dannist ¢” = ¢’ — f das gesendete Codewort
>dx ek :Gx=c"=c
Falls es kein eindeutiges f gibt, dann ist die Codierung fehlerkennend aber nicht
fehlerkorrigierend
P-c e K'* Syndrom von ¢’, intuitiv: Abstand von ¢’ zum Codewort
Man berechnet das Syndrom P - ¢’
Man suchtf € K", welches unterallenf’ € K" : P - f'? = P - ¢’ minimales Hamming-Gewicht
hat
>fallsc’e C - f =0, mangibtx € K": G -x = caus
> falls es ein eindeutiges f gibt, setzt man ¢” := ¢’ —f € C und gibtx € K" : G - x = ¢"aus
> falls es kein eindeutiges f gibt, gibt man eine Fehlermeldung aus
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7: Lineare Abbildungen

7.1 - Definitionen

Bedingungen fir Lineare Abbildungen

Sei K ein Kérper. Seien V, W zwei K-Vektorrdumen. ¢ : V — W heif3t linear, falls
1. YoV eV:igv+v)=9dW)+ ()

2. YwweVVNaeK:pa-v)=a-¢p©»)

3.050

Kern & Bild

Bild und Kern sind Unterraume

Sei¢ : V— Weine lineare Abbildung
Kern(¢p) = {v eV |p(v)=0} CV
Bild(¢p) := {¢p(v)|[veE VW

7.2 - Regeln

Kern & Injektivitat
Es gilt die Aquivalenz ¢ ist injektiv <= Kern(¢) = {0}

Isomorphie
Eine lineare Abbildung ¢ := V — Wistisomorph, falls ¢ bijektiv. Dann ist auch die
Umkehrabbildung ¢! := W — Visomorph.

VaW:3p: VoW, WSV
Es gilt ferner: n := dim(V) < co = V = K" - der Isomorphismus ist jedoch nicht kanonisch und
kann erst nach Wahl einer Basis bestimmt werden.

Dimensionsformel
Sei ¢ : V— Wlinear, dann gilt
dim(V) = dim(Kern(¢)) + dim(Bild(¢))

Zeilen- und Spaltenrang
Der Rang einer Matrix A € K" ist die Dimension des von den Spalten aufgespannten
Unterraums von K™.

dim(Bild(A)) = rg(A) — "Zeilenrang" = "Spaltenrang"

Injektivitat, Surjektivitat & Isomorphismus

Seidim(V)=dim(W) < c0,¢ : V- Wlinear
¢ ist Isomorphismus <= ¢ ist injektiv <= ¢ ist surjektiv <= ¢ ist bijektiv

10
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Umkehrabbildung bestimmen
Eingabe: Matrix A € K™
Ausgabe: eindeutige Matrix A=l € K™ : A- A" = A1 A =1,
1) Bilde die erweitere Matrix (A|1,) € K™C" durch anhangen einer Einheitsmatrix
2) Fuhre die Matrix (mit GauB-Algorithmus) in strenge Zeilenstufenform, so dass in jeder Zeile

# 0 der erste Eintrag # 0 eine 1 ist.
Fall 1: Die Zeilenstufenform hat die Gestalt (I,|[A™!) : Al e K™= A- A" =1,
Fall 2: Die Zeilenstufenform hat eine andere Gestalt, dannist rg(A) < n, A7 A AT = I,

A invertierbar <= A regulér (voller Rang)

Lineare Fortsetzung
Lineare Abbildungen sind eindeutig durch die Bilder der Basisvektoren des Urbildes definiert.

11
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8: Darstellungsmatrizen

8.1 - Definitionen

Darstellungsmatrix
Sei¢ : V — W, B Basis von Vund C Basis von W. Furj € [1; n] kdnnen wir schreiben:
m

i=1

611’1 Cll’n

A= (ai’j) =1 : : |, die Spalten von A sind die Koordinatenvektoren der ¢ (v;)
Apy v Gy
A nennt man Darstellungsmatrix (beziglich der Basen B und C)
A =Dy (@), falls V=W — A = Dg(¢)

Spalten der Darstellungsmatrix «— Bilder der Basisvektoren

Allgemeine lineare Gruppe
Die allgemeine lineare Gruppe besteht aus der Menge von invertierbaren Matrizen
GL,(K) = {A € K™"| A istinvertierbar}

Basiswechselmatrix
Wechselt man die Basis eines Vektorraums in einer Abbildung, so verandert sich auch die

Darstellungsmatrix. Seien B, B’Basenvon V.
Wir kdnnen die neuen Basisvektoren vj’ mit Hilfe der alten Vi ausdrlcken (und umgekehrt: 7):
n
i=1
S=(a;p) € K™" = Sp p
Spalten von § «— Koordinatenvektoren der "neuen" Basisvektoren
Dy(¢) =S~" - Dy(¢) - S

Ahnlichkeit und Aquivalenz
- Zwei quadratische Matrizen A, B € K"*" heiBen hnlich, fallses S € GL(K) : B = S71AS
- Zwei Matrizen A, B € K"™*" heiBen aquivalent, falls es S € GL, (K),T € GL,(K): B =T"'AS

8.2 - Regeln

Darstellungsmatrizen und Lineare Abbildungen
Gegeben seien V = K", W = K™ mit den Standardbasen B und C und eine Abbildung
p: VoW A =Dpc(p) = ¢ =0¢,

12
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Kompositionen von Abbildungen
Seien U, V, W endlich dimensionale K-Vektorraume mit Basen A,B,C,¢ : U > Vundy : V> W
Dy oy o ¢) = Dy o(y) - Dy ()

¢A ° 4’3 = ¢A.B
Pa o Pa-1 = ¢1,, = idgn
d’A—l = d’A_l

Komposition von lin. Abbildungen «— Matrixprodukt

Basiswechselmatrix bei verschiedenen Vektorraumen
Seien B, B’ endliche Basen von Vund C, C’ endliche Basen von W, dann giltfir¢ : V> W
Dp o) = SE,IC’ Dg (@) - Sp

13
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9: Determinanten

Lineare Algebra

9.1 - Definitionen

Symmetrische Gruppe

Permutationen Uber n mit Gruppeneigenschaften: S, := {o : {1,....n} = {1,...,n}| o ist bijektiv}

Permutationen

Fir o defnieren wir
w(o)=1{(,j) eNXN:1<i<j<nAoc(i)>oc(j)}| Fehlstellen
sgn(o) = (-1H)r®@ Vorzeichen/Signum
sgn(o) - sgn(r) = sgn(o - 7)

Permanente
SeiA =aq,;; € K™"

perm(A) := Z ﬁam(i)

o€, i=1

Determinante
SeiA =a;; € K™"

det(A) = Z Sgn(G)ﬁai,a(i)
i=1

cES,

Spezielle Lineare Gruppe
SL(K) :={A € K" |det(A) = 1}

Adjunkte Matrix & Gramersche Regel

Die adjunkte Matrix C = ¢; ; € K"™" ist definiert durch
Ci,j = (— 1)l+‘/ * det(AN)
A-C=C-A=det(A) -1,

Aquivalente Aussagen & Folgerungen

Fir A € K™" gelten folgende Aquivalenzen:

- Alistregular

- Alistinvertierbar (A € GL,(K))

- Zeilen/Spalten von A sind linear unabhanging

- Die Abbildung ¢, ist bijektiv (injektiv & surjektiv)

- LGS mitA - x = 0 ist eindeutig |6sbar (homogen)

- LGSmitA-x =b : Vb € K"ist eindeutig |6sbar (inhomogen)
- det(A) #0

14
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9.2 - Determinanten effizient Berechnen

Determinante Konkret
Fir n < 3 konkrete Definitionen, A = a;; € K
n=1:det(A) = perm(A) =a
n=2: perm((j Z)) =ad +bc,det(<z Z)) =ad—-bc
a b c
n=3:det(|d e f|)=aej+bfh+cdi—bdj—ceh—afi
h i j
det(Z,) =1

Rechenregeln mit Determinanten
det(A - B) = det(A) - det(B) Determinantenmultiplikationssatz
det(A4) = det(AT) Transponierte Matrix
det(B) = det(A) - sgn(o) Permutierte Matrix

J zwei Zeilen/Spalten stimmen tUberein — det(A) = 0

det(A™!) =

Inverse

det(A)

Determinanten von dhnlichen Matrizen & Abbildungen
Zwei Matrizen A, B € K"*" seien dhnlich

det(A) = det(B)
Sei ¢ : V — Veine lineare Selbstabbildung

det(e) := det(Dg(p))

Entwicklung der Determinante nach Laplace
SeiA =gq;; € K™":n>2furi,j € [1,n] seid; ; € K@=Dx(=1) dje Matrix, die durch das
Weglassen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht.
n
Vi € [1,n] : det(A) = Z (-D™a, ;- det(A; )
J=1 N
Vj € [l,n]:det(A) = Z (=D™a; ;- det(A,; ;)
i=1

Dreiecks- und Diagonalmatrizen

a, 0
detA)=a;-...-a,: A = = diag(ay, ..., a,) Diagonalmatrix
0 a,
a *
detA)=a;-...-a,: A = obere Dreiecksmatrix
0 a,
det(A) = det(B) - det(D) : A = <§‘ g) untere/ (Block-)Dreiecksmatrix

15
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Lineare Algebra
GauB3 & Determinanten

[.  (Vertauschen zweier Zeilen): Determinante dndert das Vorzeichen

ll. (Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar s € K\{0}: Determinante multipliziert sich mit s

[ll. (Addition des s-fachen einer Zeile zu einer anderen): Determinante dndert sich nicht

Gilt fir elementare Spaltenoperationen/Zeilenoperationen.

Anwendung: Erstelle Matrizen, die sich leicht entwickeln lassen.

16
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10: Eigenwert

10.1 - Definitonen

Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum
SeiA € K™
AeK:IveKN\[0} :A-v=v-1
E,:={veK"|A-v=21-v}U{0]}
- Eigenwert: 4 ist Eigenwert von A
- Eigenvektor: v ist Eigenvektor von A (zum Eigenwert 1)
- Eigenraum: E, ist Eigenraum zum Eigenwert 4
- A hat héchstens n Eigenwerte
- Falls K algebraisch abgeschlossen ist, so hat A Eigenwerte
>E, ={veR?|A-v=v}={veR?(A-1l) v =0} = Ldsungen des hom. LGS
> E, C K" ist ein Unterraum

Geometrische und Algebraische Vielfachheit

Ist A € K ein Eigenwert einer Matrix A € K™, so gilt 1 < my(4) < my(4) <1
m, (1) = Vielfachheit der Nullstelle 1 im charakteristischen Polynom &,
my(2) = dim(E))

Diagonalisierbarkeit

Eine quadratische Matrix A € K™*" heif3t diagonalisierbar, falls es eine Basis von K" bestehend
aus Eigenvektoren von A gibt (A ist dhnlich zu einer Diagonalmatrix).

Beide der folgenden Bedingungen mussen erfillt sein:

- Das charakteristische Polynom &, zerfallt in Linearfaktoren

- V Eigenwerte 4, gilt mg(/li) = m,(4;)

Lineare Abbildungen
Die Definitionen lassen sich auch auf lineare Abbildungen der Form ¢ : V — Veines K
-Vektorraums V Ubertragen.

() =Av:v e V\{0}

Fundamentalsatz der Algebra
Jedes nicht-konstante Polynom f € C[x] hat eine Nullstelle in C. Damit zerfallt fin Linearfaktoren.

17
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10.2 - Polynomringe

Charakteristische Polynome
SeiA € K™, im Polynomring K [x] bilden wir
Xyi=det(x-1,—A)
- 4 ist ein Polynom von Grad n mit hochstem Koeffizient 1
- Eigenwerte einer quadratischen Matrix A sind die Nullstellen des charakterist. Polynoms 2,

Polynomdivison
Sei K [x] ein Polynomring. Bei der Division mit Restfur f, g € K[x] : g # 0 gibtes ¢,r € K[x]

f=g-q+r:deg(r) <deg(g) (g: Quotient, r: Rest)
Falls A € K eine Nullstelle des Polynoms f # 0 ist, so kdnnen wir durch g = x — 4 dividieren
f=&x—-4)-qg+r:deg(r)<1 (r/Rest ist also ein konstantes Polynom)

f=&—4)-q:deg(g) =deg(f)—1
Man kann so Schrittweise Linearfaktoren von Typ x — A abspalten. Sei u € K eine weitere
Nullstelle von fmit 4 # u, so folgt
(=4 -qu)=0—q(w=0
So kann man f'mit Hilfe seiner disjunkten Nullstellen 4,, ..., 4, weiter in Linearfaktoren aufspalten
= =) ..-(x=4)7-g:VceK:g()+#0,g € K[x] (e;: Multiplizitat)
Falls g ein konstantes Polynom ist, sagen wir, dass fin Linearfaktoren zerfallt.

18
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11: Komplexe Zahlen

Lineare Algebra

11.1 - Definitonen

Komplexe Zahlen
C={a+bila,b e R}

Rechenregeln
Z:=a—bi

(@+biy'=2""

a?+ b?

a Realteil, b Imaginarteil

(al + bll) . (a2 + bzl) = (a1a2 - b1b2) + (a1a2 - blbz)l

|Z|=\/a2+b2 |Zl+Z2|S|Z]|+|Z2|

19
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12: Google-Matrix

12.1 - Google Matrix

1. Adjazenzmatrix fiir Verbindungen zwischen den Seiten des Internets (Weblink-Matrix)
I {1 falls P; einen Link auf P; enthalt
b 0 sonst
2. Wir andern diese Matrix indem wir in jeder Zeile durch die Anzahl der Einsen in dieser Zeile
dividieren. — H
p-H=p|p:=(a...,a,) € R™" wobeip Eigenvektor zum Eigenwert A = 1 von H ist.
3. Errechne die Google-Matrix

al 1 - 1 At 1212 G ot
G=(l-a)-H+—]|: : e
S O B
4. Rechne den Page-Rank aus
a ... 0, a; o
lim Gk =| : : |, wobei GT - =1:
k=co a ... a, a, a,

12.2 - Definitionen
Stochastische Matrizen
Eine Matrix A = (q, ;) € R™" heiBt stochastisch (oder auch zeilen-stochastisch), falls

j=1
A heiB3t positiv, falls (g; ;) > 0
Falls A, B € R™" stochastisch, dann ist auch A - B stochastisch.

Eigenwerte & stochastische Matrizen

Sei A = (q; ;) € R™" stochastisch

- A hatden Eigenwert 1, und fir alle Eigenwerte 1 € Cvon A gilt: |4] <1

- Falls A zusatzlich positiv ist, so gilt m,(1) = m,(1) = 1, und fir alle Eigenwerte
AeC\{1} -1 <1
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13: Skalarprodukt

13.1 - Definitionen

Eigenschaften von Skalarprodukten

Far alle u,v,w € K"und a € K gilt:
(u,v+a-wy=w,vy+a-u,wy U+a-v,w)y=u,wy+a-{v,w) bilinear
(v,w) = (w,v) symmetrie
(KMt = {0} Nullvektor steht auf allen Vektoren senkrecht

Euklidische Lange
Firv = R" heiBBt |v]| :=4/{(v,v) die (euklidische) Lange von v.

13.1 - Gram-Schmidt Verfahren

Orthonomalsystem
Eine Menge S = {v,, ..., v} C R" heiBBt Orthogonalsysten, falls v, und Vi fur i # j orthogonal sind,
und Vi : |v;| = 1. Orthogonalsysteme sind linear unabhangig.

. _ lfallsi =j
(vi,vj) =0;; mit §; ;= {O const
Wenn A € R"™ die Matrix mit den v, Spalten ist, ergibt sich

S Orthonormalsystem < AT - A = I,

Orthonormalbasis
Sei U C R" ein Unterraum, k := dim(U ) und § = {v,, ..., v} C U sei ein Orthonormalsystem.
Dann ist S eine Basis von U (Orthonormalbasis).

Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren

- Eingabe: Ein Unterraum U = (vy, ..., ) € R" (erzeugt von Vektoren v,).
1. Setzem :=0.
2. Furi €[l : k]fGhre Schritte 3 und 4 aus.
m
3. Setzew;:=v,— Z (U, v;) -

J=1

w.
4. Fallsw; #0,setzem :=m + 1undu,, := ﬁ
Wi
- Ausgabe: Eine Orthonormalbasis {uy, ..., u,,} von U.

Damit hat jeder Unterraum von R" eine Orthonormalbasis.

Weitere Definitionen

Fine quadratische Matrix A € R"™" heift orthogonal, falls AT - A = I .
O,[R):={AeR>™|AT.A=1) orthogonale Gruppe
SO,R) :=0,(R)ynSL,(R) spezielle orthogonale Gruppe (SL — dim = 1)
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14: Symmetrische Matrizen

Lineare Algebra

14.1 -la

1 -1 0 Vi Vi—W
DA,B = (0 0 —1> V2| = —V3
2 0 0 V3 2v,

m,(A)=n—-rg(A—1lL): A €K™

22
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